Caros alunos e professores

Desde a sua primeira edi¢ao em 2005 o Banco de Questoes (BQ)
mostrou ser um material motivante para alunos e professores. O seu
objetivo é divulgar nas escolas piblicas problemas de olimpiadas na-
cionais e internacionais, por isso grande parte do BQ nao é de questoes
originais. A nossa idéia é que o BQ seja um material informal, no mo-
delo apostila, que entusiasme alunos e professores. Nao h& qualquer
preocupagao com uniformidade de contetidos ou de niveis de dificul-
dade dos problemas. A nossa principal meta é: problemas interessan-
tes que despertem o prazer de raciocinar.

A publicagao do BQ completou 5 anos em 2009, perfazendo 678 pro-
blemas e suas solugoes, e 50 desafios. Esse material preparado nesses
anos serve agora para compor o BQ-2010, que apresentamos dividido
em 3 niveis. Os problemas foram agrupados em niveis apenas por uma
questao de organizagao, encorajo todos os alunos a “passearem” pelos
3 niveis.

Vocé pode ou nao conseguir resolver os problemas, mas vale a pena
tentar... nao desista na primeira vez, nem na segunda, nem na ter-
ceira...! Persisténcia é essencial e bom humor ¢ fundamental! E assim
que se aprende Matematica.

Nesses 5 anos o BQ) tem servido para 6timos “bate-papos” com alunos e
professores, que gentilmente me escrevem apontando erros de digitacao
ou nas respostas. Espero continuar recebendo essas valiosas criticas e
sugestoes.

Um convite: se vocé tem solucoes diferentes das apresentadas no BQ
envie para famf@impa.br que nos as publicaremos em nosso site.

Agradeco a Eduardo Brietzke (UFRGS) e Claus Doering (UFRGS)
o trabalho dedicado e competente de revisao e, principalmente, de
enriquecimento de todo o material do BQ-2010.
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Nivel 1

Nivel 1

1. Qual é o nimero? — Quando Joana entrou em sua
sala de aula, a professora estava apagando o quadro ne-
gro, mas ela ainda pode ver algo escrito, conforme mos-
tra a figura. Qual é o nimero que foi apagado?

@) 8 (b9 ()11 (d) 12  (e) 13

2. Muro em 15 dias — Um pedreiro é capaz de assentar 8 metros de muro por dia.
Quantos metros de muro esse pedreiro consegue assentar em 15 dias?

(a) 104  (b) 110 (c) 120 (d) 128  (e) 112

3. Medindo pilhas de papel — Numa papelaria, sao armazenados pacotes de papel em
pilhas de 60 pacotes. Cada pacote tem 500 folhas de papel e cada folha de papel tem
uma espessura de 0,1 mm. Ignorando a espessura do papel utilizado para embrulhar os
pacotes, podemos afirmar que a altura de uma pilha de 60 pacotes é aproximadamente
igual a altura de:

(a) uma pessoa adulta; (d) um prédio de 10 andares;
(b) um bebé de um ano; (e) uma sala de aula.

(c) uma mesa comum;

4. Quanto pesa? — A balanca da figura esta em equilibrio com bolas e saquinhos de
areia em cada um de seus pratos. As bolas sao todas iguais e os saquinhos também.
O peso de um saquinho de areia é igual ao peso de quantas bolas?

(a) 1
(b) 2
(c) 3
(d) 5
(e) 6

5. Calcule a diferenca — Considere dois nimeros naturais, cada um deles com trés
algarismos diferentes. O maior s6 tem algarismos pares e o menor s6 tem algarismos
impares. Se a diferenca entre eles é a maior possivel, qual é essa diferenca?

(a) 997  (b) 777 (c) 507  (d) 531  (e) 729

6. Qual € o volume? — Trés frascos, todos com capacidade A B C
igual a um litro, contém quantidades diferentes de um mesmo =em = =—
liquido, conforme ilustragao. Qual das alternativas abaixo H H H
melhor expressa, aproximadamente, o volume do liquido con- e N
tido nos frascos A, B e C, nessa ordem?

4 2 2 11 2
(a) ;5;5 () 75 = (c) 5;
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Nivel 1

10.

11.

12.

13.

Descontos e descontos — Uma farmacia da desconto de 30% sobre o preco de tabela
de todos os medicamentos que vende. Ao adquirir um remédio cujo preco de tabela é
R$ 120,00, quanto reais uma pessoa ird pagar?

(a) 36 (b) 84 (c) 64 (d) Mais do que 116 (e) 94
O carro de Maria — Um litro de alcool custa R$ 0,75. O carro de Maria percorre

25 km com 3 litros de alcool. Quantos reais Maria gastara com o élcool necessério para
percorrer 600 km?

(@) 54 (b) 72 (c) 50  (d) 52 (e) 45

Calculando distdncias — As quatro cidades A, B,C e D

) <y . A B C D
foram construidas & beira de uma rodovia reta, conforme a
ilustracao.

A distancia entre A e C' é de 50 km e a distancia entre B e D é de 45 km. Além
disso, sabe-se que a distancia entre a primeira e a tltima cidade é de 80 km. Qual é a
distancia, em quilémetros, entre as cidades B e C?

(a) 15 (c) 20 (c) 25 (d) 5 (e) 10
Pesando catxas — Num armazém foram empilhadas algumas caixas que

formaram o monte mostrado na figura. Se cada caixa pesa 25 kg, quantos
quilogramas pesa o monte com todas as caixas?

(a) 300  (b) 325  (c) 350  (d) 375  (e) 400

Consumo de dgua — Na tabela a seguir vemos o consumo mensal de dgua de uma

familia, durante os cinco primeiros meses de 2004. Meses Consumo (m?)
) L L : Janeiro 12,5
Qual é o consumo mensal médio de janeiro a maio -
dessa familia, em m3? Fevereiro 13,8
’ ’ Marco 13,7
(a) 11,3 (c) 12,7 (e) 3175 Abril 114
(b) 11,7 (d) 63,5 Maio 12,1

Folheando um livro — Um livro de cem paginas tem suas paginas numeradas de 1 a
100. Quantas folhas desse livro possuem o algarismo 5 em sua numerag¢ao?
(ATENGAO: uma folha tem duas paginas.)

Calculando a soma — Escreva os nameros de 0 a 9 nos circulos
ao lado, de forma que eles crescam no sentido anti-horario. Em
seguida, subtraia uma unidade dos niimeros impares e some uma
unidade aos niimeros pares. Escolhendo trés circulos consecutivos,
qual é a maior soma que se pode obter?

(@) 19 () 21 (¢) 23 (d) 24 (e) 25
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Nivel 1

14. Desenhando o cubo — A figura ao lado foi desenhada em
cartolina e dobrada de modo a formar um cubo.

Qual das alternativas mostra o cubo assim formado? e
e
hd ° ANERN ° -
5 N h 4
o (] < [ e 0
(a) (b) () -] (d) (e)

15. Circulos concéntricos — Na malha quadriculada a seguir, todas as circunferéncias
tém o mesmo centro. Pode-se concluir que a érea da regiao cinza destacada é igual a

(a) dois quintos da area do circulo maior;
(b
(

) trés sétimos da area do circulo maior;
(c) metade da area do circulo maior;

d

(e) trés quintos da area do circulo maior.

quatro sétimos da area do circulo maior;

16. Brincando com engrenagens — José colou uma bandeirinha em cada um dos dois
discos dentados que formam uma engrenagem, como mostra a figura.

Os dois discos sao exatamente iguais, inclusive os dentes em
cada um deles. José girou a engrenagem e é claro que as
bandeirinhas mudaram de posi¢ao. Qual é a nova posicao
das duas bandeirinhas?

(a) .. (b) .. (c) ..
(d) . (e) ..

17. Troca de garrafas — A prefeitura de uma certa cidade fez uma campanha que permite
trocar quatro garrafas de 1 litro vazias por uma garrafa de 1 litro cheia de leite. Quantos
litros de leite pode obter uma pessoa que possua 43 garrafas vazias de 1 litro fazendo
varias dessas trocas?

OBMEP 2010 3
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19.

20.

21.

22.

. Retdngulo e quadrados — A figura dada representa 9
um gramado retangular em que foram marcados sete 3
quadrados numerados de 1 a 7. Se a area do menor . R
desses quadrados ¢ 1 m?, a area total do gramado, em
m?, ¢ igual a 6 7
(a) 42 (b) 44 (c) 45 (d) 48 (e) 49
Quantas fatias de bolo? — Nove amigos compraram trés bolos, cada um deles

cortado em oito fatias. Todos comeram bolo e nao sobrou nenhum pedacgo. Sabendo
que cada um s6 comeu fatias inteiras do bolo, podemos ter certeza de que:

a) alguém comeu quatro fatias;

(

(b
(c
(d

um deles comeu somente uma fatia;

todos comeram duas fatias, pelo menos;

=

) uns comeram duas fatias e os demais comeram

trés fatias; .

(e) um deles comeu, no minimo, trés fatias.

Mosaicos quadrados — Uma sequéncia de mosaicos quadrados é construida com azu-
lejos quadrados pretos e brancos, todos do mesmo tamanho, sendo o primeiro formado
por um azulejo branco cercado por azulejos pretos, o segundo por quatro azulejos
brancos cercados por azulejos pretos e assim, sucessivamente, como indica a figura.
Se numa sequéncia de mosaicos formada de acordo com esta regra forem usados 80
azulejos pretos, quantos serao os azulejos brancos utilizados?

(a) 55 (d) 85 EEE EEEE EEEEE
(1) 65 () 100 Enm B =i
© 7 EEEE B[ =

EEEEN

Quanto custa? — Ester vai a uma papelaria para comprar cadernos e canetas. Nessa
papelaria, todos os cadernos custam R$ 6,00. Se ela comprar trés cadernos, sobram
R$ 4,00. Se, em vez disso, seu irmao lhe emprestar R$ 4,00 adicionais, ela conseguira
comprar dois cadernos e sete canetas, todas iguais.

(a) Quanto custa cada caneta?

(b) Se ela comprar dois cadernos e nao pedir dinheiro emprestado, quantas canetas
Ester podera comprar?

Encontre o nimero — O numero da casa de Julia tem exatamente trés algarismos,
cuja soma ¢ 24. Encontre todos os possiveis nimeros da casa de Juilia, em cada uma
das situagoes seguintes.

(a) Os trés algarismos sao iguais.
(b) Apenas dois algarismos sdo iguais.

(c) Os algarismos s@o todos diferentes.
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23.

24.

25.

26.

Campeonato de futebol — No ultimo campeonato de futebol do bairro em que moro
participaram seis equipes, denominadas A, B,C, D, E e F. Cada equipe disputou, com
cada uma das outras, exatamente uma partida.

Na tabela de classificagao do campeonato, ao lado, VI E|D|GP | GC
V indica o numero de vitérias, E o nimero de empa- A4 ]1]0] 6 2
tes, D o nimero de derrotas, GP o nimero de gols Bl2]112)6 6
, . cC|l0|3]2 2 6
marcados e GC o numero de gols sofridos de cada D114 3 5
equipe. E|0|1]4 1 5
(a) Quantas partidas foram disputadas? Flz|1]0] 2 3

(b) A tabela esta incompleta. Determine a quantidade de vitorias da equipe F, a
quantidade de derrotas da equipe D e a quantidade de gols marcados pela equipe F)
representados por x,y e z na tabela.

Dividindo o paralelepipedo — Um bloco de madeira na
forma de um paralelepipedo retangulo tem 320 cm de com-
primento, 60 cm de largura e 75 cm de altura. O bloco

¢é cortado varias vezes, com cortes paralelos as suas faces, %0

de modo a subdividi-lo em blocos menores, todos na forma

de paralelepipedos retangulo de 80 cm de comprimento por 7 320
30 cm de largura por 15 cm de altura. //

(a) Quantas pegas foram obtidas?

(b) Um metro cubico dessa madeira pesa aproximadamente 900 kg. Qual é o peso de
cada uma dessas pecas?

Uma calculadora — Uma calculadora possui duas teclas especiais:

e a tecla A, que duplica o niimero que aparece no visor; e

e a tecla B, que acrescenta uma unidade ao ntimero que aparece no
visor.

Por exemplo, se o niimero 45 estiver no visor e for apertada a tecla B, o visor mostrara
o numero 46. Se, em seguida, apertarmos a tecla A, o visor mostraré o nimero 92.
Nesse exemplo, apertamos ao todo duas vezes as teclas A e B: uma vez a tecla B e
depois uma vez a tecla A, para, a partir de 45, chegar ao 92. Suponha que no visor
esteja o nimero 1. Indique uma maneira de obter o ntimero:

(a) 10 apertando um total de quatro vezes as teclas A e B;
(b) 15 apertando um total de seis vezes as teclas A e B;

(c) 100 apertando um total de oito vezes as teclas A e B.

Ano bisserto — Um ano comum tem 365 dias e um ano bissexto, 366 dias. O ano
bissexto, quando o més de fevereiro tem 29 dias, ocorre a cada quatro anos.

(a) Com frequéncia dizemos “Um ano comum tem 52 semanas”. Serd correta essa
afirmacgao? E para um ano bissexto? Justifique suas respostas.

(b) Se um ano comum inicia numa terga-feira, entdo o ano seguinte iniciara em qual
dia da semana?

OBMEP 2010 5
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

(c) Responda a pergunta anterior para um ano bissexto.

Numeros triangulares — O famoso matematico grego Pitagoras denominou os niime-
ros obtidos pela soma dos primeiros ntimeros inteiros positivos de nimeros triangulares.
Por exemplo, 1, 3, 6 e 10 sao ntimeros triangulares.

1 =1
3 = 1+2 . .o
6 - 1+2+3 Ld L] L] . . .

10 = 1+2+3+4

L] L] L] L] L] * * * L] L]

1 1+2=3 1+2+3=6 14+2+3+4=10

A figura ilustra a motivagao para o nome dos ntmeros triangulares. A sequéncia de
numeros triangulares continua com 1 +2+3+4+5=15,1424+3444+54+6=21
etc. Quantos sao os numeros triangulares menores do que 1007

Livros separados — Uma bibliotecaria recebe 130 livros de Matematica e 195 livros
de Portugués. Ela quer arruma-los em estantes, colocando igual quantidade de livros
em cada estante, sem misturar livros de Matematica e de Portugués na mesma es-
tante. Quantos livros ela deve colocar em cada estante para que o niimero de estantes
utilizadas seja o menor possivel?

Alunos com oculos — A sexta parte dos alunos de uma classe usam 6culos. Dentre
os que usam Oculos, uma terca parte sao meninas; além disso, quatro meninos usam
6culos. Quantos sao os alunos dessa classe?

Quadrado mdgico — Complete as casas em branco da tabela ao 3/5
lado com fragoes, de tal modo que a soma dos trés nimeros de 12
qualquer linha, qualquer coluna e das duas diagonais seja sempre a |1 | (5

mesma.

Trés algarismos — Sejam A, B e C algarismos diferentes de zero tais que (AB)? =
CAB, isto é, o numero de dois algarismos AB elevado ao quadrado da o ntmero de
trés algarismos C AB. Determine o valor de A + B + C.

Pintando quadradinhos — Uma faixa quadriculada tem 5 quadradinhos na largura
e 250 quadradinhos no comprimento. Alguns quadradinhos serao pintados de cinza,
comecando da esquerda, conforme o modelo ilustrado na figura, e continuando com
este padrao até chegar ao final da faixa, a direita.

Quantos quadradinhos nao serao pintados?

250 quadradinhos

OBMEP 2010
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

A cisterna do Joao — Joao tem, em seu jardim, uma cisterna na qual ele armazena
dgua de chuva e tira 4gua para regar suas flores. A meia-noite do dia 31 de dezembro
de 2005, a cisterna continha 156 litros de dgua. Joao tem o habito de anotar em um
quadro, todo dia, o nimero de litros de agua que ele gasta para regar as flores e o de
agua recolhida da chuva.

[
=

O || T = | W DN =] 2

flores(l) | chuva(l)
2.5

0

5)

0

3

0
i5

0

Ao lado vemos parte do quadro referente aos primeiros 8
dias de janeiro de 2006. Quantos litros de dgua havia na
cisterna do Joao a meia noite do dia 8 de janeiro de 20067

olf|olv|r|olv|o

O multiplo de 13 — Da igualdade 9174532 x 13 = 119268 916 pode-se concluir que
um dos nameros a seguir é divisivel por 13. Qual é esse nimero?

(a) 119268903  (c) 119268911  (e) 119268923
(b) 119268907  (d) 119268913

Um bilhao — Arnaldo afirmou que um bilhdo é o mesmo que um milhao de milhoes.
O professor Piraldo o corrigiu e disse, corretamente, que um bilhdo é o mesmo que
mil milhoes. Qual é a diferenca entre o valor correto de um bilhao e a afirmacao de

Arnaldo?
(a) 1000 (b) 999 000 (c) 1000000 (d) 999 000 000 (e) 999 000 000 000

Energia de abelha — Com a energia fornecida por um litro de mel, uma abelha
consegue voar 7000 quilémetros. Quantas abelhas conseguiriam voar um quilémetro,
cada uma, com a energia fornecida por 10 litros de mel?

(a) 7000 (b) 70000 () 700000  (d) 7000000  (e) 70000000

Perda de safra — Um agricultor esperava receber cerca de R$ 100 000,00 pela venda
de sua safra. Entretanto, a falta de chuva provocou uma perda da safra avaliada entre
uma quinta parte e uma quarta parte do total previsto. Qual dos valores a seguir pode
representar a perda do agricultor, em reais?

(a) 21987,53  (b) 34900,00  (c) 44999,99  (d) 51987,53  (e) 60000,00

Placa decorativa — Uma placa decorativa consiste num qua-

drado branco de quatro metros de lado, pintado de forma si- 1ml v
métrica com partes em cinza, conforme a figura. Qual ¢é a -
fracao da area da placa que foi pintada?
I'm
1 1 3 6 7 |
= b) = = d) — — "
@y B @ @ ) b

O suco do Diamantino — Diamantino colocou trés litros de dgua e um litro de
refresco num recipiente. O refresco é composto de 20% de suco de laranja e 80% de
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

agua. Depois de misturar tudo, que porcentagem do volume final representa o suco de
laranja?

(a) 5% (b) 7% (c) 8% (d) 20% (e) 60%

Uma eleicao — Trés candidatos concorreram a elei¢ao de representante de uma turma
de escola: Joao, Rosa e Marcos. Joao obteve 2/7 dos votos e Rosa 2/5 dos votos. Quem
ganhou a eleicao?

Soma de poténcias — Qual é o valor de 26 + 26 + 26 26 — 447

@ 0 (b)) 2 (4 (4 42 () 4

Seis retdngulos — Com seis retangulos idénticos for-
mamos um retangulo maior, com um dos lados medindo
21 c¢m, como na figura. Qual é a area do retangulo maior, 21 em
em cm??

(a) 210 (b) 280 (c) 430 (d) 504 (e) 538

Duas populagoes — Ha trés anos, a populagao de Pirajussarai era igual a populacao
que Tucupira tem hoje. De 14 para cé, a populagao de Pirajussarai nao mudou, mas a
populacao de Tucupira cresceu 50%. Hoje, a soma das populacoes das duas cidades é
de 9000 habitantes. Qual era a soma dessas duas populagoes ha trés anos?

(a) 3600 (b) 4500 (c) 5000 (d) 7200 (e) 7500
Trés balangas — As balangas (1) e (2) da figura dada estao em equilibrio. Sabe-se
que todos os triangulos tém o mesmo peso, bem como todos os quadrados e também

todos os circulos. Quantos quadrados devem ser colocados no prato direito da balancga
(3) para que ela também fique equilibrada?

Poucos domingos — Em um ano, no maximo quantos meses tém cinco domingos?
@3 (b4 (5 (d6 ()7

Metade de poténcia — Qual é a metade do ntimero 22 + 3 x 2107

(a) 2643 x 2° (b) 26 4 3 x 210 (c) 2'1+3x 25 (d) 24 x 7 (e) 29 x 7

Minutos demais — Neste momento, sao 18 horas e 27 minutos. Qual era o horario
2880717 minutos mais cedo?

(a) 6h22min (b) 6h24min (¢) 6h27min (d) 6h30min (e) 6h32min
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48.

49.

50.

o1.

52.

93.

Dois omibus — Os alunos de uma escola participaram de uma excursao, para a qual
foram contratados dois 6nibus. Quando os 6nibus chegaram, 57 alunos entraram no
primeiro 6nibus e apenas 31 no segundo. Quantos alunos devem passar do primeiro
para o segundo 6nibus para que seja transportada a mesma quantidade de alunos nos
dois 6nibus?

(@) 8 (b)) 13 () 16 (d) 26  (e) 31

Cubo de papelao — Em qual das alternativas abaixo aparecem dois pedagos de papelao
com os quais pode-se construir um cubo, dobrando pelas linhas tracejadas e colando
pelas linhas continuas?

Rpp LB

10 OF

Algarismo das unidades — Qual é o algarismo das unidades do niimero

(d)

1 xXx3x5x---%x97 x99?

Regiao sombreada — A figura mostra um retangulo
formado por 18 quadrados iguais com algumas partes

sombreadas.

Qual é a fracao da area do retangulo que esta sombreada?
7 4 1 5! 1
L b) = - d) 2 bt

@ by @35 @ (@

Colorindo um mapa — A figura mostra o mapa de um pais
(imaginario) constituido por cinco estados. Deseja-se colorir esse
mapa com as cores verde, azul e amarelo, de modo que dois
estados vizinhos nao possuam a mesma cor. De quantas maneiras
diferentes o mapa pode ser pintado?

@) 12 ()6 (c) 10  (d) 24 () 120

Pintando um tabuleiro — As nove casas de um tabuleiro 3 x 3 devem ser pintadas
de forma que em cada coluna, cada linha e cada uma das duas diagonais nao haja duas
casas de mesma cor. Qual é o menor niimero de cores necessérias para isso?

@ 3 (b)4 (5 (d6 ()7

OBMEP 2010 9
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95.

96.

o7.

o8.

99.

60.

61.

62.

63.

. Nimero X,Y — Considere um niimero escrito na forma decimal X,Y, onde X e Y

sao algarismos diferentes de 0. Determine esse ntimero, sabendo que X,Y é igual a
3

—(X+Y).

1o )

Construcao de casas — Em um mesmo lado de uma rua serao construidas seis
casas vizinhas. As casas podem ser de alvenaria ou de madeira, mas como medida de
seguranca contra incéndio, duas casas de madeira nao podem ser vizinhas. De quantas
maneiras se pode planejar a construgao dessas casas?

Comparacao de grandezas — Qual é o maior dos ntimeros dados?
(a) 1000+ 0,01 (c) 1000/0,01 (e) 1000 — 0,01
(b) 1000 x 0,01 (d) 0,01/1000

Maior nimero de seis algarismos — Qual é o maior nimero de seis algarismos
que se pode encontrar suprimindo-se nove algarismos do nimero 778 157 260 669 103,
sem mudar a ordem de seus algarismos?

(a) 778152 (b) 781569  (c) 879103  (d) 986103 () 987776

) n, . L1 .
Qual € o numerador? — Se 51 ¢ um nimero entre g © g Quem é n?

Correndo menos — Correndo a uma velocidade de 10 km/h, Jodo completa um certo
percurso em seis minutos. Com qual velocidade, em km /h, ele pode completar o mesmo
percurso em oito minutos?

(a) 7.5 (b)) 775 (¢) 8  (d) 825  (e) 85

Cinco vizinhas — As vizinhas Elza, Sueli, Patricia, Heloisa e Claudia chegam juntas
do trabalho e comegam a subir as escadas do prédio de cinco andares onde moram.
Cada uma mora num andar diferente. Heloisa chega a seu andar depois de Elza, mas
antes de Claudia. Quando Sueli chega ao seu andar, Heloisa ainda tem dois andares
para subir e 0 mesmo ocorre com Patricia quando Elza chega ao seu andar. Sueli nao
mora no primeiro andar. Em qual andar mora cada uma delas?

Poténcias de 9 — Qual é o valor da soma 9% + 920 4 9207
(a) 920 (b) 366 (C) 923 (d) 341 (e) 323

Dois niimeros — Miguel escolheu um nimero de trés algarismos e outro de dois. Qual
é a soma desses nimeros se sua diferenca é 9897

(a) 1000  (b) 1001  (c) 1009  (d) 1010  (e) 2005

Menor natural — Qual é o menor numero natural n para o qual 10" —1 é um multiplo

de 377
(a) 6 (b) 5 (c) 4 (d) 3 (e) 2

10
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

Imunes a gripes — Num certo pais com 14 milhdes de habitantes, 0,15% da populacao
contraiu uma certa gripe. Quantos habitantes nao contrairam essa gripe?

(a) 13979000  (b) 1397900 () 139790  (d) 13979 (e) 139790000

O cédigo secreto — O codigo secreto de um grupo de alunos é um nimero de trés
algarismos distintos diferentes de 0. Descubra o cédigo utilizando as informagoes a
seguir.

Nenhum algarismo correto.

S6 um algarismo correto na posigao certa.

S6 um algarismo correto, mas na posi¢ao errada.
S6 um algarismo correto, mas na posicao errada.
S6 um algarismo correto na posigao certa.

0 UL O =
N A )
W IO W

(a) 137 (b) 876  (c) 768  (d) 678  (e) 576

Parénteses, colchetes e chaves — Qual é o valor de 2 — 2{2 —2[2-2(4-2)] }?

@ 0 ()2 (-2 (@4 () —10

Ordenando fragoes — Qual é a ordem crescente correta das fragoes %, %, %, g, g e
2
5
(a)2<§<%<%<§<é (d)g<§<%<%<§<é

5 5 6 5 5 3 5 5 5 6 5 3

4 4 2 3 4 6 2 3 4 4 4 6
b 3<5<5<5<5<5 55536 5
(c)g<§<é<é<é<§

5 5 5 6 3 5

Numeros de trés algarismos — Quantos numeros de trés algarismos maiores do que
200 podem ser escritos, usando-se apenas os algarismos 1, 3 e 57

@) 10 () 12 (o) 14 (@) 15 (e) 18

Velocidade de maratona — Uma maratona de 42 km comecou as 11h30min e o ven-
cedor terminou as 13h45min do mesmo dia. Qual foi a velocidade média do vencedor,
em km/h?

(a) 18,6 (b) 25,3 (c) 29 (d) 32,5 (e) 38
Bilhetinhos com numeros — Cinco alunas escreveram cada uma um nimero num

papel. Os nimeros s6 podiam ser 1 ou 2 ou 4. Qual pode ser o produto dos cinco
numeros escritos?

(a) 100  (b) 120 (c) 256  (d) 768  (e) 2048

OBMEP 2010 11
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1 1 1 1
71. Produto de fragoes — Qual é o valor do produto (1 — 5) (1 — —) (1 — —) (1 — —)?

119 5 43 1 1
(a) 120 (b) - (c) 2 50 (d) = (e) 20

72. Produto mdzximo — A soma de dois nimeros naturais é 11. Qual é o maior produto
possivel que se pode obter com esses niimeros?

(@) 30 (b) 22 (¢) 66  (d) 24 (e) 28

73. Quem € o cubo? — Se m ¢ um ntmero natural tal que 3™ = 81, quanto vale m??
(a) 813 (b) 38 (c) 64 (d) 24 (e) 48

74. Qual € 0 maior? — Sea—1=0b0+2=c—3 =d+4, qual é o maior dentre os
niumeros a, b, c e d?
(a) a (b) b (c) ¢ (d) d (e) S&o todos iguais

75. Quatro formiguinhas — Quatro formigas atravessam o piso de uma sala coberto de

lajotas retangulares, segundo os trajetos indicados na figura. Qual é o comprimento
do trajeto percorrido por Biloca?

(a) 30 dm

Trajeto de Pipoca = 25 dm
(b) 43 dm
(C) 55 dm Trajeto de Tonica = 37 dm
(d) 24 dm Trajeto de Cotinha = 32 dm
(e) 48 dm Trajeto de Biloca =

76. Trocando figurinhas — Célia quer trocar com Guilherme figurinhas de um album
sobre animais brasileiros. Célia quer trocar quatro figurinhas de borboleta, cinco de
tubarao, trés de cobra, seis de periquito e seis de macaco. Todas as figurinhas de
Guilherme sao de aranha. Eles sabem que

(a) uma figurinha de borboleta vale trés figurinhas de tubarao;

(

b) uma figurinha de cobra vale trés figurinhas de periquito;

(
(d

)
)

¢) uma figurinha de macaco vale quatro figurinhas de aranha;
) uma figurinha de periquito vale trés figurinhas de aranha;
)

(e) uma figurinha de tubarao vale duas figurinhas de periquito.

Quantas figurinhas Célia podera receber se ela trocar todas que quiser?

10+20+30+40+ 10 0
10 10+20+30+40°

(a) 1 (b) 20 (c) 30  (d) 10,1 (e) 1,01

77. Soma de fragoes — Qual é o valor da soma
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78. Geometria com palitos — A figura dada é formada por um
triangulo e um retangulo, usando-se 60 palitos iguais. Para cada
lado do triangulo sao necessarios seis palitos. Se cada palito mede
5 cm de comprimento, qual é a area (em cm?) do retangulo da
figura?

(a) 1200  (c) 2700  (e) 4500
(b) 1800  (d) 3600

79. Um incéndio e o bombeiro — Uma casa pega fogo. Um bombeiro se mantém no
degrau do meio de uma escada, jogando agua sobre o incéndio. As chamas diminuem
e ele sobe cinco degraus. O vento sopra e o bombeiro desce sete degraus. Um pouco
depois, ele sobe oito degraus e fica 14 até acabar o incéndio. Entao, ele sobe os tltimos
sete degraus e entra na casa. Quantos degraus tem a escada do bombeiro?

80. Arvore gemealdgica — A figura mostra a arvore genealogica de uma familia. Cada
flecha vai do pai em direcao ao seu filho. Quem é o irmao do pai do irmao do pai de
Evaristo?

dao
Francisco /A \
JOSé nd é L iS

)
)
André :
((;; Fli re FeIpe Cristdévao JOS\
elipe
)

( Francisco
e

(a
(b

Simao Evaristo

81. Colcha quadrada — Uma colcha quadrada em branco e cinza é
feita com quadrados e tridngulos retangulos isosceles. A parte em
cinza representa qual percentagem da colcha?

(a) 36% (c) 45% (e) 60%
(b) 40%  (d) 50%

82. Falsas igualdades — Considere as igualdades a seguir.
(i) 3x10°+5x%x10*>=8x10%  (ili) 5x8+7=75
(i) 234273 =20 (iv) 5+5+5=2
Qual delas esta correta?

(a) (i) (b) (ii) (c) (iii) (d) (iv) (e) Nenhuma

83. Menor valor da soma — Se a,b e ¢ sao nimeros inteiros positivos tais que
3a = 4b = Tc¢, qual é o menor valor possivel de a + b+ ¢?

(a) 84  (b) 36 (c) 61  (d) 56 () 42
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85.

86.

87.

38.

89.

90.

. Procurando um quadrado perfeito — Um nimero é um quadrado perfeito se é igual

a um namero inteiro elevado ao quadrado. Por exemplo, 25 = 5%, 49 = 72 e 125 = 252
sao quadrados perfeitos. Qual é o menor numero pelo qual devemos multiplicar 120
para obter um quadrado perfeito?

(@) 10 (b)) 15 (c) 20 (d) 30  (e) 35

Visitas num museu — A maquina que registra o niimero de visitantes de um museu
marca 1879 564. Note que esse nimero tem todos os algarismos distintos. Qual é o
menor nimero de visitantes que sao necessarios para que a maquina registre um outro
namero que também tenha todos os seus algarismos distintos?

(a) 35 (b) 36  (c) 38 (d) 47 () 52

Ligando niumeros por flechas — Os niimeros de 0 a 2000 foram ligados por flechas;
a figura dada mostra o comego do processo.

VLWL

Qual é a sucessao de flechas que liga o niimero 1997 ao nimero 20007

W ooy @ @ @y

—

Muiltiplos de 9 — Encontre o menor multiplo positivo de 9 que pode ser escrito apenas
com os algarismos: (a) 0 e 1; (b) 1e2.

A florista — Uma florista colheu 49 kg de flores do campo. O quilograma das flores
pode ser vendido imediatamente a R$ 1,25 ou, mais tarde, com as flores desidratadas,
a R$ 3,25. O processo de desidratacao faz as flores perderem 5/7 de seu peso. Qual é
o tipo de venda mais lucrativo para a florista?

Divisores — Seja N o menor ntimero que tem 378 divisores e é da forma 2% x 3 x 5¢x 7¢.
Quanto vale cada um desses expoentes?

O produto dos algarismos — Denotemos por P(n) o produto dos algarismos do
namero n. Por exemplo, P(58) =5 x 8 =40 e P(319) =3 x 1 x 9 = 27.

(a) Dentre os nimeros de 1 a 999, quais sdo os que tém produto dos algarismos igual
a 12, isto é, quais sdo os inteiros n tais que 1 < n < 1000 e P(n) = 127

(b) Quantos niimeros inteiros existem entre 0 e 200 cujo produto dos algarismos seja
igual a 0, isto ¢, quantos inteiros n existem tais que 1 < n < 200 e P(n) =07

(¢) Quais s@o os ntimeros inteiros 1 < n < 200 tais que 37 < P(n) < 457

(d) Dentre todos os inteiros de 1 a 250, qual é o niimero cujo produto dos algarismos
é o maior possivel?

14
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91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

Suco de laranja — Davi vai a um armazém que vende uma garrafa de suco de laranja
por R$ 2,80 e uma caixa com seis dessas garrafas por R$ 15,00. Ele precisa comprar
22 garrafas para seu aniversario. (Quanto ele gastard, no minimo?

A casa da Rosa — A figura mostra a planta da casa da Rosa. O quarto e o quintal
sao quadrados. Qual é a area da cozinha?

Quarto Sala
16 m? 24 m?
Q4“ 1;21 Cozinha

O passeio do Matias — Matias passeia de bicicleta nas ruas em volta de qua-
tro quarteiroes perto de sua casa, dispostos como na figura. O seu passeio con-
siste em fazer o maior percurso possivel, mas ele inventou uma regra para se divertir
mais, a saber: ele pode passar varias vezes pelos cruzamentos das
ruas, mas ele nao pode passar mais do que uma vez pela mesma rua,
devendo terminar seu passeio de bicicleta quando nao puder mais
respeitar essa condicao. Os quatro quarteiroes sao quadrados, cada
um com 100 metros de lado e a largura das ruas nao é considerada
relevante. Partindo do ponto indicado por P na figura, qual é o
maior desses percursos de bicicleta que Matias pode fazer?

P

O adesivo dos carros oficiais — O prefeito de uma cidade decidiu colocar adesivo em
cada carro oficial. O adesivo terd uma forma retangular, com seis quadrados dispostos
em 2 X 3 e com trés cores: um quadrado azul, dois quadrados amarelos e trés quadrados
verdes. Dentre quantos tipos diferentes de adesivo o prefeito podera escolher?

Adicao de nimeros — Qual é o algarismo a em a 000 + a 998 + a 999 = 22 9977

Cubo perfeito e divisibilidade — Quais sao os cubos perfeitos que dividem 94?

Localizagao de um ponto — Qual é o ponto indicado na figura?

18 19 20

Cdlculo de porcentagem — Se vocé acerta 58/84 das 84 questoes de um teste, qual
é o seu percentual de acertos?

Comparacao de algarismos — Dizemos que um nimero é ascendente se cada um
de seus algarismos for maior do que o algarismo que esté a sua esquerda. Por exemplo,
2568 é ascendente e 175 nao é. Quantos nimeros ascendentes existem entre 400 e 6007
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101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

. Muro colorido — Um muro deve ser construido conforme a figura com 14 tijolos

coloridos, disponiveis em amarelo, azul e vermelho, cujos precos estao dados na tabela.
Se dois tijolos quaisquer que se toquem devem ser de cores diferentes, qual é o menor
valor que se gastara na compra desses 14 tijolos?

| tijolo | RS | | | | |
amarelo 6 | I I | |
azul 7 | I I |
vermelho | 8 | I I | |

Divisores e fatoragao — Decomponha 96 em dois fatores inteiros positivos cuja soma
dos quadrados seja 208.

O retdngulo do Luis — Luis desenhou um retangulo de 6 x 10 cm e quer dividi-lo
em quatro partes. As areas das 4 partes devem medir 8, 12, 16 e 24 cm?. Desenhe
como ele pode fazer essa divisao.

Comparacao de nimeros — Escreva em ordem crescente os nimeros

V121, V729 e /38416 .

As moedas — Uma brincadeira comega com sete moedas alinhadas em cima de uma
mesa, todas com a face coroa virada para cima. Para ganhar a brincadeira, é preciso
virar algumas moedas, de tal modo que, no final, duas moedas vizinhas estejam sempre
com faces diferentes viradas para cima. A regra da brincadeira é virar duas moedas
vizinhas em cada jogada. Quantas jogadas sao necessarias, no minimo, para ganhar a

brincadeira?

O preco do frango — O preco do quilograma de frango era R$ 1,00 em janeiro de
2000, quando comecgou a triplicar a cada 6 meses. Em quanto tempo o prego atingira

R$ 81,007

1 1
(a) 1 ano (b) 2 anos (c) 2 5 anos (d) 13 anos (e) 13 5 anos

Ezcursoes a Foz do Iguag¢u — Em 2005, uma agéncia de turismo programou uma
excursao para Foz do Iguacgu, distribuindo as pessoas em onibus de 27 lugares, tendo
sido necessario formar um 6nibus incompleto, com 19 lugares ocupados. Em 2006,
aumentou em 53 o ntmero de participantes e a agéncia continuou a utilizar 6nibus
de 27 lugares. Quantos 6nibus a mais foram necesséarios e quantas pessoas ficaram no
onibus incompleto em 20067

As fragoes de Laura — Laura desenhou cinco circulos, dentro dos
quais ela quer colocar nimeros inteiros positivos, de tal modo que O+0O O: O
formem uma igualdade entre uma fragao e seu valor inteiro. O

16
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108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

De quantas maneiras pode Laura colocar os niimeros 2, 3, 5, 6 e 11 dentro dos cinco
circulos para que a igualdade seja verdadeira?

Cdlculo da unidade — Qual é o algarismo da unidade do produto

(5+1)(5°+1)(5° + 1)(5"2 + 1)?

Numeros cruzados — Francisco escreveu 28 algarismos numa tabela 6 X 6 e pintou de
preto as demais casas, como nas palavras cruzadas. Ele fez a lista de todos os niimeros,

28 45 o1 57 72 38
175 289 632 746 752 805
885 5647 5873 T75H92 8764

em ordem crescente, que podem ser lidos horizontal ou vertical-
mente, excluindo os nimeros de um s6 algarismo. Preencha a
tabela escrevendo de volta os ntimeros de Francisco. Um alga-
rismo jé foi colocado.

il

ﬁ!:i

Ovos e mag¢as — Num certo armazém, uma duzia de ovos e 10 macas tinham o
mesmo preco. Depois de uma semana, o preco dos ovos caiu 10% e o da maca subiu
2%. Quanto se gastara a mais na compra de uma dizia de ovos e 10 magas?

@) 2% (b)) 4% () 10%  (d) 12%  (e) 12.2%

Dividindo nimeros decimais — Sabendo que 144 x 177 = 25488, podemos concluir
que 254,88 =+ 0,177 é igual a:

(a) 1440; (b) 14,4; (c) 1,44; (d) 0,144; (e) 144.

Almogo dos amigos — Jilio e Denise almogaram num ‘ ‘ RS ‘
restaurante que oferece trés tipos de prato e trés tipos prato simples 7
de vitamina, cujos pregos estao na tabela ao lado. Cada prato com carne 11
um escolheu um prato e uma vitamina. Julio gastou 6 prato com peixe 14

reais a mais do que Denise. Quanto Denise gastou? : : :
vitamina de leite

vitamina de frutas
vitamina especial

O | D

Somas de trés em trés — Encontre quatro ntimeros inteiros positivos que, somados
de trés em trés, dao somas 6, 7, 8 ¢ 9.

O passeto do Jorge — Jorge passeia por um caminho em forma i

de retangulo, onde estao dispostas 12 arvores, brincando de tocar
cada arvore durante seu passeio. Primeiro ele toca a arvore do
canto, assinalada com P na figura, e percorre 32 metros num

Py Py
L L4 L4

mesmo sentido do percurso; ai ele volta 18 metros e depois retorna ao sentido inicial
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115.

116.

117.

118.

119.

120.

por mais 22 metros. Entre duas arvores consecutivas, a distancia é de 5 m. Em quantas
arvores ele tocou?

A descoberta do algarismo — Os quadrados dos niimeros naturais de 1 a 99 foram
escritos um apoés o outro, formando o nimero 14916253649. . .. Qual é o algarismo que
ocupa a 1002 posicao? (As posigoes sao contadas da esquerda para a direita, portanto,
a 12 posigao ¢ ado 1, a 22 ¢ a do 4, e assim por diante.)

OBMEP - Cada um dos sete discos X, 7,0, B,M,FE e P da figura tem um peso
diferente, que varia de 1 a 7 g. Em algumas intersec¢oes de dois discos, indicamos a

soma dos pesos desses dois discos. Qual é a soma dos pesos dos cinco discos O, B, M, £
e P?

(e

Prédio misterioso — As figuras mostram as plantas de dois andares de um prédio que
guarda segredos muito valiosos. H& nove elevadores que atendem esses dois andares,
representados por letras. Qual o caminho mais curto entre a entrada indicada de um
andar e a saida indicada do outro?

entrada A Bl C AlB C
D E D E
Fl1 GV H Fl1 GV H

J J saida

1 1 1 1
Soma d jes — Qual ¢ o valor de — — — - ’
oma de fragoes — Qual é o valor de 10~ 100 + 1000 10000

2
Biblioteca — A biblioteca de uma escola comprou 140 novos livros, ficando com — do

numero de livros que tinha antes da compra. O nimero de livros antes dessa compra
era:

(a) 1750;  (b) 2500;  (c) 2780;  (d) 2140;  (e) 1140.

Comparacao de fragoes — Existem quantas fragoes menores do que 1, nas quais o
numerador e o denominador sao nimeros inteiros positivos de um so algarismo?

18
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121. Divisao com resto — Quais sao os nimeros que deixam resto 5 ao dividir 20077

122. Panelas — Uma panela pesa 645 g e uma outra 237 g. José divide 1 kg de carne entre
as duas panelas, de modo que as duas, com seus contetudos, ficam com o mesmo peso.
Quanto de carne ele colocou em cada panela?

123. Dominds — Juliana representou uma multiplicacdo com 5 dominés. Seu irmao Bruno
trocou dois dominés de posicao e agora a multiplicagao ficou errada. Troque de volta
a posicao de dois dominds para que a multiplicagao fique novamente correta.

.. .. ° ..
d 3212
X 3
‘. 16456

o0 0 o ol® ° ° :

124. Codigo secreto — Antdnio precisa descobrir um codigo de 3 algarismos diferentes
A, B e C. Ele sabe que B é maior que A, que A é menor do que C' e também que valem
as igualdades seguintes.

[B]B] + [AJA] + [C]C] = [2] 4] 2]
[B]x[A]x[C]=[3]6]0]

Qual é o codigo que Antdnio procura?

125. Os doze pontos — Doze pontos estao marcados numa folha de papel
quadriculado, conforme mostra a figura. Qual é o niimero méaximo de
quadrados que podem ser formados unindo quatro desses pontos? .

126. Reldgio — O grande relogio de parede da escola marca a data (dia,
més e ano) e as horas (horas e minutos), como na figura. Em que
dia, més e ano voltarao a aparecer juntos no reldégio esses mesmos
10 algarismos pela primeira vez?

127. Lapis — Setenta e quatro lapis foram embalados em 13 caixas. Se a capacidade maxima
de cada caixa é de seis lapis, qual é o ntimero minimo de lapis que pode haver em uma
caixa?

@1 (2 (©3 (@4 ()6

128. Contagem — Se o algarismo 1 aparece 171 vezes na numeracao das paginas de um
livro, quantas péaginas tem o livro?
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130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

. Viagem a Recife — Quando fui receber a medalha de ouro que conquistei na OBMEP,

apareceram as seguintes informagoes nas telas da cabine de passageiros do meu voo
para Recife:

Velocidade média: 864 km/h
Distancia do local de partida: 1222 km
Tempo de chegada a Recife: 1h20min

Se o aviao manteve a mesma velocidade, entao qual é a distancia, aproximadamente,
em quilometros, entre Recife e a cidade em que comegou meu voo?

(a) 2300  (b) 2400  (c) 2500  (d) 2600 () 2700

Praca — Maria e Joao dao uma volta completa na praca, juntos, contando as casas que
ficam em volta da praca. Eles comecaram a contar as casas em pontos diferentes. A
quinta casa da Maria ¢ a décima segunda do Joao e a quinta casa do Joao ¢ a trigésima
da Maria. Quantas casas ha em volta da praga?

Sequéncia de figuras — As figuras A\, &, &, #, O e O sao repetidas indefinidamente
na sequéncia

A7*7 <>7 ‘7 QQ7 D? A?*? <>7 ‘7 07 D?"'

(a) Que figura aparecera na 10002 posi¢ao da sequéncia?

(b) Em qual posi¢ao aparece o milésimo {7

A brincadeira com o quadrado — Um quadrado de 1 m de lado foi cortado, com
cortes paralelos aos seus lados, em quadradinhos de 1 mm de lado. Colocando-se lado a
lado os quadradinhos, sem superposicao, formou-se um retangulo de 1 mm de largura.
Qual é o comprimento desse retangulo?

O codigo da Arca do Tesouro — Simao precisa descobrir
um numero escondido na tabela fornecida, que é o codigo da
Arca do Tesouro.

Para descobrir o c6digo, ele precisa formar todos os grupos de
trés algarismos que estejam em casas sucessivas, na horizontal
ou na vertical, e cuja soma seja 14. Retirados da tabela todos
0s possiveis nameros desses grupos, o codigo é a soma dos
numeros que restam na tabela. Qual é esse codigo?

U DN ~J| Co| | Ut
||| Do Ww|©
W[ O U W= | =J| >
S| | NN W[ ©
| DO OV O x| W
|00l bDo| Ut CO| —

(0,2)> +1

o D decimais — Efet divisa
peragcoes com dectmatis etue a divisao 0211

Fatores inteiros — Decompor 96 em dois fatores inteiros cuja soma dos quadrados
seja 208.

Divisibilidade — No nimero 6a78b, a denota o algarismo da unidade de milhar e b
denota o algarismo da unidade. Se 6a78b for divisivel por 45, entao o valor de a + b é:

(a) 5; (b) 6; (c) 7 (d) 8; (e) 9.
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138.

139.

140.

141.

142.

143.

144.

145.

Numero simples — Digamos que um namero inteiro positivo seja simples se ele tiver
apenas os algarismos 1 ou 2 (ou ambos). Quantos nimeros menores do que 1 milhéao
sao simples?

Venda de TV — O gerente de uma loja foi verificar qual tinha sido o prego de venda de
uma televisao da marca VejoTudo em 2006. Ele encontrou uma fatura meio apagada,
em que se podia ler “lote de 72 TVs da VejoTudo vendido por R$ _ 6.79 ,00”, mas o
algarismo da dezena de milhar e o da unidade do preco pago pelo lote estavam ilegiveis.
Qual foi o preco de venda de cada uma dessas televisoes em 20067

Chocolate — Henrique comprou barras de chocolate por R$ 1,35 cada uma. Ele pagou
com uma nota de R$ 10,00 e recebeu um troco inferior a R$ 1,00. Quantas barras ele
comprou?

6400000

1.6 x 007
400 0 X

O quadradinho — Qual é o valor de [J em

Dois numeros — O produto de dois nimeros de dois algarismos cada é 1728. Se o
méaximo divisor comum (MDC) deles ¢ 12, quais sdo esses nimeros?

As idades dos irmaos — No dia de seu aniversario de 7 anos, em 13 de margo de
2007, uma terca-feira, Carlos disse a seu irmao: “A contar de hoje, faltam 2000 dias
para vocé completar 15 anos.” Em que dia da semana vai cair o aniversario do irmao
de Carlos? Quantos anos tera Carlos nesse dia?

A mistura de concreto — Uma certa mistura de concreto é feita de cimento, areia e
terra, na razao de 1 : 3 : 5 por quilo. Quantos quilos dessa mistura podem ser feitos
com 5 quilos de cimento?

(a) 13% B) 15 (0 25 (d) 40 () 45

Ponto na escala — A que numero corresponde o ponto P indicado na escala dada?

12,62

12,44
' P

O pomar do Francisco — O pomar do Francisco tem macieiras, pereiras, laranjeiras,
limoeiros e tangerineiras, dispostas em cinco filas paralelas, cada uma com uma tnica
variedade de arvores, da seguinte maneira:

(a) as laranjeiras estdo do lado dos limoeiros;

(b) as pereiras nao estdo do lado das laranjeiras nem dos limoeiros;

(c) as macieiras estao do lado das pereiras, mas nao das laranjeiras, nem dos limoeiros.

Em que fila estao as tangerineiras?

(a) 1= (b) 22 (c) 3¢ (d) 4+ (e) 5°
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146.

147.

148.

149.

150.

Quatro quadrados — Quatro quadrados iguais estao superpostos formando a figura
dada. Se cada um dos quatro quadrados tem uma area de 3 cm?, qual é a 4rea dessa
figura?

O fio de arame — Ernesto formou a figura abaixo com um fio de arame, em que cada
segmento de reta tem o comprimento do diametro dos semicirculos.

._/-\_u_f-\_.

Qual das figuras abaixo ele pode formar com esse mesmo fio de arame, cortando-o ou
nao, mas sem dobra-lo ou desdobra-lo?

N
0 O~ od @ U (d)@ OI=

Sequéncia de fésforos — Quantos fosforos sao necessarios para formar o oitavo termo
da sequéncia cujos trés primeiros termos estao dados?

(> > e

(a) 21 (b) 24 (¢) 27 (d) 30  (e) 34

O trajeto das formiguinhas — As formiguinhas Ma- Me———
ricota e Nandinha passeiam numa varanda cujo chao é

formado por lajotas retangulares de 4 cm de largura por 1
6 cm de comprimento, conforme indicado na figura. Ma-

ricota parte do ponto M, Nandinha parte do N e, am- Nor—T"

bas, andam apenas pelos lados das lajotas, percorrendo — 1

o trajeto no sentido indicado na figura.

(a) As duas formiguinhas se encontram depois de andarem uma mesma distancia.
Qual foi essa distancia?

(b) Em que ponto elas se encontraram?

A soma € 100 — A soma de trés numeros é 100, dois sao primos e um é a soma dos
outros dois.

(a) Qual é o maior dos trés ntumeros?
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151.

152.

153.

154.

155.

(b) Dé um exemplo de tais trés ntumeros.

(¢) Quantas solugoes existem para esse problema?

Codigo de barras — Um servigo postal usa barras curtas e barras longas para repre-
sentar seu Codigo de Enderegamento Postal (CEP) composto por oito algarismos, em
que a barra curta corresponde ao 0 (zero) e a longa ao 1. A primeira e a tltima barras
nao fazem parte do codigo e a conversao do codigo é dada como segue.

11000 = 0 01100 = 5
00011 =1 10100 = 6
01010 = 2 00001 = 7
00101 = 3 10001 = 8
00110 = 4 10010 = 9

(a) Escreva o CEP 36470130 na forma de codigo de barras.
(b) Identifique o CEP que representa o coédigo de barras seguinte.

Atletas da escola — Numa escola, um quarto dos alunos joga somente volei, um
tergo joga somente futebol, 300 praticam os dois esportes e 1/12 nenhum desses dois
esportes.

a) Quantos alunos tem a escola?

(a)

(b) Quantos alunos jogam somente futebol?

(¢) Quantos alunos jogam futebol?
)

(d) Quantos alunos praticam pelo menos um dos dois esportes?

Dizima periodica — Obtenha o algarismo da 19972 casa decimal de cada uma das
1 1

n O 5

fragoes seguintes. (a)

Ana na corrida — Para ganhar uma corrida, Ana precisa completar os ultimos cinco
quilémetros em menos de 20 minutos. Qual deve ser sua velocidade minima, em km /h?

Quadradinhos e o buraco — Quantos quadradinhos foram retirados do tabuleiro de
10 x 20 quadradinhos da figura? Se o lado de cada quadradinho mede 1 c¢m, qual ¢é a
area e qual é o perimetro do “buraco”
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157.

158.

159.

160.

. Quadrados perfeitos no retingulo — Complete as seis casas da tabela dada, colo-

cando um algarismo em cada uma, de modo que os dois ntimeros de trés algarismos
formados na horizontal e os trés nimeros de dois algarismos formados na vertical sejam
quadrados perfeitos.

(a) Quais sdo os nimeros?

(b) Quantas solugbes existem?

Aula de divisao — Na aula sobre divisao, a professora pediu que seus alunos colocas-
sem nimeros no lugar das estrelas. Quais sao esses ntumeros?

38| % 7512 x 3 42| *
(a) 4 * (b) * * (C) * 7 (d) * 5

~— ~—

Linhas de 6nibus — No ponto de dnibus perto de sua casa, Quinzinho pode pegar
os Onibus de duas linhas para ir a escola. Os 6nibus de uma linha passam de 15 em 15
minutos e os da outra de 25 em 25 minutos, sendo que as 7Th30m da manha os énibus
das duas linhas passam juntos.

(a) A que horas passarao juntos novamente?

(b) Entre as 7h30min da manha e a meia noite, quais sao os horarios em que os 6nibus
passam juntos nesse ponto perto da casa de Quinzinho?

Quadrados dentro de um retdngulo — O retangulo da figura esta
dividido em oito quadrados. O lado do menor quadrado mede 1 cm.

(a) Quanto mede os lados dos outros quadrados?

(b) Qual é o perimetro desse retangulo?

Festa na escola — A professora Ana foi comprar pao de queijo para homenagear os
alunos premiados na OBMEP, sendo que

e cada 100 gramas de pao de queijo custam R$ 3,20 e correspondem a 10 paes de
queijo; e
e cada pessoa come, em média, 5 paes de queijo.

Além da professora, estarao presentes a festa 16 alunos, um monitor e 5 pais de alunos.
A precisao da balanga da padaria é de 100 gramas.

(a) Quantos gramas de pao de queijo ela deve comprar para que cada pessoa possa
comer, pelo menos, cinco paes?
(b) Nesse caso, quanto a professora gastara?

(c) Se cada pessoa comer cinco paes de queijo, sobrara algum pao de queijo?
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163.

164.

165.

166.

At que fome — Maria esté olhando a tabela seguinte.

Salgados Bebidas Doces
Empada: R$ 3,90 | Refrigerante: R$ 1,90 | Sorvete: R$ 1,00
Sanduiche: R$ 2,20 | Suco: R$ 1,20 Bombom: R$ 0,50
Pastel: R$ 2,00 Refresco: R$ 1,00 Cocada: R$ 0,40

Maria possui 5 moedas de 50 centavos, 7 moedas de 25 centavos, 4 moedas de 10
centavos e b moedas de 5 centavos.

(a) Quantos reais Maria possui?

(b) Se Maria precisa guardar 90 centavos para a passagem de énibus, quais os possiveis
lanches que incluam um salgado, uma bebida e um doce ela podera pedir?

Advinhe — Tenho alguns niimeros naturais cujo tinico divisor comum é 1. Se eu somar
50 a cada um deles, encontro nimeros de dois algarismos. Se eu subtrair 32 de cada um
deles, também encontro ntmeros naturais de dois algarismos. Quais sao os nimeros
que eu tenho?

Produto de consecutivos — Dentre os niimeros 712, 1262 e 1680, qual é o tinico que
pode ser escrito como um produto de quatro niimeros naturais consecutivos?

Palindromos — O ano de 2002 é um palindromo porque 373 e 1221
nao se altera quando for lido da direita para a esquerda. foram anos palindromos.

(a) Qual serd o proximo ano palindromo depois de 20027

(b) O ultimo ano palindromo, 1991, foi impar. Quando sera o proximo ano palindromo
impar?

(¢) O ultimo ano palindromo primo ocorreu ha mais de 1000 anos, em 929. Quando
ocorrera o proximo ano palindromo primo?

O maior MDC' — Quais sao os seis nimeros de dois algarismos cujo maximo divisor
comum ¢é o maior possivel?

Quantidade de dgua na Terra — A Terra tem, aproximadamente, um volume de
1360000000 km? de 4gua, que se distribui entre os oceanos, os mares, as geleiras, as
regioes subterraneas (os aquiferos), os lagos, os rios e a atmosfera. Somente a agua
encontrada nesses trés ultimos itens oferece um acesso facil ao consumo humano. Com
estes dados, complete a tabela a seguir.

Especificagoes | Volume de dgua (km?) | Percentual | Forma decimal do percentual
Agua salgada 97%
Agua doce 40 000 000
Gelo 1,8%
Agua subterranea 0,00960
Lagos e rios 250000
Vapor de agua 0,00001
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169.

170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

. Balas — De quantas formas podemos repartir 14 balas idénticas entre trés criancas de

modo que cada crianca receba, no minimo, trés balas?

Minutos — Uma prova de Matematica comeca as 12h35min e tem uma duracao de

4 5 horas. A que horas termina a prova?

Menor nimero — Qual é o menor nimero de cinco algarismos divisivel por 4 que se
pode formar com os algarismos 1, 2, 3, 4 ¢ 97

Contas do papagaio — Antonio tem um papagaio que faz contas fantasticas com
nuameros inteiros. Quando Antdénio sopra certos nimeros em seu ouvido, o papagaio
multiplica esse niimero por 5, depois soma 14, dai divide o resultado por 6 e, finalmente,
subtrai 1, gritando o resultado em seguida. Entretanto, o papagaio nao sabe nada sobre
decimais, de modo que, as vezes, fica sem poder gritar resposta alguma.

(a) Se Antonio soprar o nimero 8, qual niumero o papagaio gritara?

(b) Se o papagaio gritou 3, qual foi o niimero que Antonio soprou em seu ouvido?

(c) Porque o papagaio nunca grita o nimero 77
)

(d) Quais sao os numeros que, soprados por Antonio, provocam uma resposta do
papagaio?

Soma maior do que 34 — Quantos nimeros de quatro algarismos existem cuja soma
dos algarismos seja maior do que 347

Nenhum 1 — Roberto quer escrever o nimero 111111 como um produto de dois
numeros, nenhum dos quais terminado em 1. Isso é possivel? Por qué?

Numeros equilibrados — Um ntmero é dito equilibrado se um de seus algarismos é
a média aritmética dos outros. Por exemplo, 132, 246 e 777 sao equilibrados. Quantos
nameros equilibrados de trés algarismos existem?

Niumeros primos — Quais sao os ndmeros cujos triplos somados com 1 dao um
numero primo entre 70 e 1107

Quadro moderno — Para fazer um quadro bem moderno para
sua escola, Roberto divide uma tela quadrada em oito partes com
quatro faixas de mesma largura e uma diagonal, como na figura. Ele
pinta o quadro de azul e verde, de modo que duas partes vizinhas
sempre tenham cores diferentes. No final, ele repara que usou mais
verde do que azul. Que fracao do quadro foi pintada de azul?

Encontro de amigos — Embora eu tenha certeza de que meu relogio esta 5 minutos
adiantado, na realidade ele esta 10 minutos atrasado. Por outro lado, o relégio do meu
amigo esta realmente 5 minutos adiantado, embora ele pense que seu relégio esteja
certo. Nos marcamos um encontro para as 10 horas e planejamos chegar pontualmente.
Quem chegara em primeiro lugar? Depois de quanto tempo chegara o outro?
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178.

179.

180.

181.

182.

183.

184.

Trabalho comunitdrio — Uma classe tem 22 alunos e 18 alunas. Durante as férias,
60% dos alunos dessa classe foram prestar trabalho comunitario. No minimo, quantas
alunas participaram desse trabalho?

(@1 ()2 (4 (d6 ()8

Area de trapézios — Unindo quatro trapézios
idénticos, que tém lados nao paralelos iguais e ba-
ses medindo 50 e 30 cm, como o da figura dada, po-
demos formar um quadrado de 2500 cm? de area,
que tem um “buraco” quadrado no meio. Qual é a
area, em cm?, de cada um dos quatro trapézios?

(a) 200 (b) 250  (c) 300  (d) 350  (e) 400

30 cm

45 45"
50 cm

Adivinhagao — Pensei em dois ntimeros de dois algarismos, que nao possuem alga-
rismos em comum, sendo um o dobro do outro. Além disso, os algarismos do menor
namero sao a soma e a diferenca dos algarismos do maior niimero. Quais sao os dois
nameros?

Dezoito numeros consecutivos — Escreva dezoito ntimeros consecutivos de trés
algarismos e verifique que pelo menos um deles é divisivel pela soma de seus algarismos.
Isso é sempre verdade. Ou seja, se vocé escrever dezoito nimeros consecutivos de trés
algarismos, entao pelo menos um deles seré divisivel pela soma de seus algarismos.
Mostre esse fato.

Completar uma tabela — Descubra a regra utilizada para as casas ja preenchidas e
complete a tabela. Qual é o valor de A?

=W N = O

A

Procurando mailtiplos de 9 — Consideremos um conjunto formado por dez ntimeros
naturais diferentes. Se calcularmos todas as diferencas entre esses niimeros, pelo menos
uma dessas diferencas serd um multiplo de 97

Correndo numa pragca — Um atleta costuma correr — P —
15,5 km ao redor de uma grande praca retangular de o

900 x 600 m. Ele inicia a corrida sempre do ponto P, situado
a 550 m de um dos vértices, correndo no sentido horéario, como
mostra a figura. Em que ponto da praca ele para?

-

Ovos para um bolo — Uma doceira foi ao mercado comprar ovos para fazer 43 bolos,
todos com a mesma receita, que requer menos do que nove ovos. O vendedor repara
que se tentar embrulhar os ovos que a doceira comprou em grupos de dois, ou de trés,

OBMEP 2010 27



Nivel 1

185.

186.

187.

188.

189.

quatro, cinco, ou seis ovos, sempre sobra um ovo. Quantos ovos ela usa em cada bolo?
Qual é o menor nimero de ovos que a doceira vai gastar para fazer os 43 bolos?

Cortando uma cartolina — Uma folha retangular de cartolina foi cortada ao longo
de sua diagonal. Num dos pedagos obtidos, foram feitos dois cortes paralelos aos dois
lados menores, pelos pontos médios desses lados. Ao final, sobrou um retangulo de
129 cm de perimetro. O desenho dado indica a sequéncia de cortes.

Qual era o perimetro da folha antes do corte?

A soma errada — A soma ao lado esta incorreta. Para corrigi-la, basta 749586
substituir um certo algarismo em todos os lugares que ele aparece na conta  ,g59430
por um outro algarismo. Qual é o algarismo errado e qual é seu substituto 1212016
correto?

Numero de cinco algarismos — Os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5 foram usados, cada um
uma tnica vez, para escrever um certo namero a b cd e de cinco algarismos tal que abc
é divisivel por 4, bcd é divisivel por 5 e cde é divisivel por 3. Encontre esse ntimero.

Tabela misteriosa — Complete a tabela 6 x 6 de tal

modo que, em cada linha e cada coluna, aparecam 32 40
apenas multiplos de um dos ntimeros 5 49
2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11 e 12. 15
24
Além disso, é permitido repetir apenas um ntmero 42

na tabela.

Habitantes e esporte — Numa certa cidade com quase trinta mil habitantes, exata-
mente dois nonos dos habitantes sao homens que praticam esporte somente nos finais
de semana e dois quinze avos sao mulheres que praticam esporte somente nos finais
de semana. O numero de habitantes que nao pratica esporte é o quintuplo dos que
praticam esporte regularmente. Com esses dados, complete a tabela dada.

Praticam esporte Praticam
Nao praticam esporte || somente nos fins esporte Populacao
de semana regularmente
fem. masc. fem. masc. fem. | masc. total
8563 7582 1252
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191.

192.

193.

194.

195.

196.

Botoes luminosos — No mecanismo luminoso da figura, 1

cada um dos oito botoes pode acender nas cores verde ou 8 2
azul. O mecanismo funciona do seguinte modo: ao ser ligado,

todos os botoes acendem a luz azul, e se apertamos um botao, 7 3
esse botao e seus dois vizinhos trocam de cor. Se ligarmos o

mecanismo e apertarmos sucessivamente os botoes 1, 3 e 5, 6 A
qual sera o niimero de luzes verdes que estarao acesas no final? 5

@3 (B4 (5 (6 (o7

Qual € o nimero? — Um ntmero de seis algarismos comega por 1. Se deslocamos
esse algarismo 1 da primeira para a ultima posicao a direita, obtemos um novo ntmero
de seis algarismos, que é o triplo do nimero de partida. Qual é esse nimero?

Jardim variado — Um jardim retangular de 120 por 80 m foi dividido em seis regioes,
conforme indicado na figura, em que N, M e P sao pontos médios dos lados e R divide
o comprimento do lado na razao 1/3. Em cada regiao sera plantado um dos seguintes
tipos de flor: rosa, margarida, cravo, bem-me-quer, violeta e bromélia, cujos precos,
por m?, estao indicados na tabela. Quais sao as possiveis escolhas das flores em cada
regiao, de modo a se gastar o minimo possivel?

o Tipo ‘ Preco por m?
rosa 3,50
1 g margarida 1,20
N 3 4 P cravo 2,20
bem-me-quer 0,80
2 6 violeta 1,70
R bromélia 3,00

O algarismo 3 — Luis escreveu a sequéncia dos ntimeros naturais, ou seja,
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,....

Quando ele escreveu o algarismo 3 pela 252 vez?
Soma de poténcias — Sera o ntimero 3% 4 4333 divisivel por 57

Telefonemas — Joao mora em Salvador e seus pais em Recife. Para matar a sau-
dade, ele telefona para seus pais a cada trés dias. O primeiro telefonema foi feito num
domingo, o segundo telefonema na quarta feira seguinte, o terceiro telefonema no sé-
bado, e assim por diante. Em qual dia da semana Joao telefonou para seus pais pela
centésima vez?

O maztor produto — Com os algarismos de 1 a 5 e um sinal x de X 1 2
multiplicagao, Clara forma o produto de dois ntimeros, com o sinal
x entre eles. Como Clara deve colocar os cartoes para obter o maior 3 4 5

produto possivel?
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197.

198.

199.

200.

201.

202.

O caminho da Joaninha — Dona Joaninha quer atra-
vessar um patio ladrilhado com azulejos quadrados nu-
merados, como mostra a figura dada. Ela vai partir do
ponto P e quer chegar ao ponto C, andando somente
ao longo dos lados dos azulejos. Dona Joaninha nao
quer ter nimeros primos imediatamente a sua direita ao
longo de todo o percurso. Qual é o menor percurso que
ela pode fazer?

23

213

73

37

218

79

65

19

57

37

53

231

87

251

O lugar dos amigos — Sete amigos tracaram um triangulo, um qua-
drado e um circulo. Cada um marcou seu lugar com um ntmero e pro-

nunciou uma frase.

Ana: “Eu nao falo coisa alguma.”

Bento: “Bu estou dentro de uma tunica figura.”

Celina: “Bu estou dentro das trés figuras.”

Diana: “Bu estou dentro do tridngulo mas nao do quadrado.”
Elisa: “Bu estou dentro do tridngulo e do circulo.”

Fébio: “Bu nao estou dentro de um poligono.”

Guilherme: “Eu estou dentro do circulo.”

Encontre o lugar de cada um.

Quadrado perfeito? — Cada um dos cinco nimeros abaixo tem cem algarismos e é

formado pela repeticao de um ou dois algarismos, como segue.

N, =333333...3
Ny = 666666 . . .6
N3 =151515...15
N, =212121...21
N5 =272727...27

Algum desses niimeros é um quadrado perfeito?

Preenchendo quadradinhos — Complete os quadradinhos com os nimeros 1, 2, 3,

5e 6.

(0+0-0)0=0=1

Os trés numeros — Sofia brinca de escrever todos os niimeros de quatro algarismos
diferentes que se pode escrever com os algarismos 1, 2, 4 e 7. Ela soma trés desses

numeros — todos diferentes — e obtém 13 983. Quais sao esses trés nimeros?

Preencher uma tabela — Jandira deve terminar de preencher uma
tabela 4 x4 que ja tem duas casas preenchidas com os niimeros 1 e 2,
conforme indicado na figura. Duas casas sao consideradas vizinhas
se tém um vértice ou um lado em comum. As regras que ela precisa

respeitar sao:
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203.

204.

205.

206.

207.

e uma casa s6 pode ser preenchida se alguma de suas casas vizinhas ja contiver
algum nimero;

e a0 preencher uma casa, deve-se colocar a soma de todos os nimeros que ji constam
em suas casas vizinhas.

Qual é o maior ntmero que é possivel escrever na tabela?

Olimpiada de Pequim — Na Olimpiada de Pequim sentaram-se a uma mesa qua-
drada, conforme indicado a seguir, as mulheres Maria e Téania e os homens Juan e
David. Todos sao atletas e cada um deles pratica um esporte diferente: natagao, volei,
ginastica e atletismo.

Quem pratica a natacao estava & esquerda de Maria.

(a)

(b) Quem pratica ginastica estava em frente a Juan.
)
)

(c) Tania e David sentaram-se lado a lado.

(d) Uma mulher sentou-se ao lado de quem pratica volei.

Qual dos atletas pratica atletismo?

Culturas diferentes — Jorge, que mora em Recife, se corresponde com seu amigo
inglés Ralph, que mora na Inglaterra. Os dois se compreendem muito bem nas duas
linguas, mas tém um problema com as datas pois, no Brasil, a data 08/10 significa 08
de outubro e, na Inglaterra, 10 de agosto. Por causa disso, os dois combinaram nao se
escrever nos dias em que a data for ambigua. Eles preferem datas como 25/03, que 86
pode significar 25 de margo.

(a) Em quais das datas a seguir Jorge e Ralph nao podem se escrever?
(i) 3 de dezembro (ii) 18 de agosto (iii) 5 de maio

(b) Quando ocorrem os maiores periodos em que os dois amigos ndo podem se escre-
ver?

Uma liquidagcao — Na liquidacao da loja SUPER-SUPER todos os produtos estao
50% mais baratos e, aos sabados, existe ainda um desconto adicional de 20%. Carla
comprou uma cal¢a antes da liquidacao, e agora ela se lamenta: No sdbado eu teria
economizado R$ 50,40 na calga. Qual era o prego da calga antes da liquidacao?

Niumero com muitos zeros — Se a representa o numero 0,000 ...000 1, entao qual
—_—

~ 2009 zeros
das expressoes a seguir representa 0 mailor namero?

(a) 3+a (b) 3—a (¢) 3a (d) 3/a (e) a/3

Corrida das tartarugas — Cinco tartarugas apostaram uma corrida em linha reta e
na chegada a situagao foi a seguinte: Sininha estava 10 m atras de Olguinha e 25 m &
frente de Rosinha, que estava 5 m atras de Elzinha, que estava 25 m atris de Pulinha.
Qual foi a ordem de chegada?
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208.

209.

210.

211.

212.

213.

214.

215.

Que memoria... — Esquecinaldo tem péssima memoria para guardar nimeros, mas
6tima para lembrar sequéncias de operagoes. Por isso, para lembrar do seu codigo
bancério de cinco algarismos, ele consegue se lembrar que o c6digo nao tem algarismos
repetidos, nenhum dos algarismos é zero, os dois primeiros algarismos formam uma
poténcia de 5, os dois tltimos formam uma poténcia de 2, o do meio ¢ um miltiplo
de 3 e a soma de todos os algarismos é um ntumero impar. Agora ele nao precisa mais
decorar o ntimero, porque ele sabe que seu c6digo é o maior niimero que satisfaz essas
condigoes. Qual é esse codigo?

Uma fracao irredutivel — Encontre uma fragao irredutivel tal que o produto de seu
numerador pelo denominador seja 2 X 3 x 4 x 5 x --- x 10. Quantas dessas fracoes
irredutiveis existem?

Transformar em decimal — Escreva o resultado das seguintes expressoes na forma

decimal.
(a) Tx2+16x 2> (b) 5—(2+§) (€ 1+—2
12 3 14—
1+4

Uma sequéncia especial — Escrevendo sucessivamente os ntimeros naturais, obtemos
a sequéncia
12345678910111213141516171819202122 ...

Qual é o algarismo que esta na 20092 posicao dessa sequéncia?

Cortar um retdngulo — Como podemos cortar um retangulo de 13 por 7 cm em
treze retangulos diferentes sem deixar sobras?

Medida de dngulo — Na figura dada, AOD e BOY séo angulos retos e a medida de
DOY esté entre 40° e 50°. Além disso, os pontos C' e Y estao sobre a reta r, enquanto
D e E estao sobre a reta s. O possivel valor para a medida de AOC' estéa entre

(a) 30° e 40°;
(b) 40° e 50°;

(c) 50° e 60°%

(d) 40° e 60° ou
(

el

@

nao pode ser determinado.

Perimetros e dreas — Um quadrado tem V3 + 3 e¢m de lado e as dimensoes de um
retangulo, em centimetros, sdo v/2 e v/72 + 3v/6. Qual dos dois tem maior area? E
maior perimetro?

A
Cdlculo de angulo — Encontre a medida do an-
gulo BAD sabendo que DAC = 39°, AB=AC ¢
AD = BD. 5 I .

32
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216.

217.

218.

219.

220.

221.

O caminho da formiga — Uma formiga sai de um ponto A, anda 7 cm para a
esquerda, 5 cm para cima, 3 cm para a direita, 2 cm para baixo, 9 cm para a direita,
2 cm para baixo, 1 cm para a esquerda e 1 cm para baixo, chegando no ponto B. Qual
¢ a distancia, em cm, entre A e B?

@ 0 (b)) 1 (¢ 4 (d 5 () 7

Menino mentiroso — Joaozinho sempre mente nas tercas-feiras, quintas-feiras e sé-
bados e, no restante dos dias da semana, sempre fala a verdade. Um dia, Pedrinho
encontra Joaozinho e ocorre o didlogo seguinte.

Pedrinho pergunta: Que dia é hoje?

Joaozinho responde: Sabado.

Pedrinho pergunta: E que dia sera amanha?

Joaozinho responde: Quarta-feira.

Em que dia da semana Pedrinho encontrou Joaozinho?

Encontre quatro nimeros — Observe que os niimeros 1, 2, 3 e 6 tém uma propriedade
notavel: a soma de trés quaisquer deles é divisivel pelo quarto nimero. Encontre quatro
numeros distintos de trés algarismos com essa mesma propriedade notéavel.

Colando seis tridngulos — Construa uma figura com seis
triangulos equilateros adjacentes, o primeiro com lado de com-
primento 1 c¢m e os triangulos seguintes com lado igual & me-
tade do lado do triangulo anterior, como indicado na figura
dada. Qual é o perimetro dessa figura?

Os livros da Flisa — Elisa tem 24 livros de ciéncias e outros de matematica e lite-
ratura. Se Elisa tivesse um livro a mais de matemética, entao um nono de seus livros
seria, de matematica e um quarto de literatura. Se Elisa tem menos do que 100 livros,
quantos livros de matematica ela possui?

Substituindo pela soma — Comegando com ntimero natural, Marcio substitui esse
numero pela soma de seus algarismos, obtendo um novo ntimero, com o qual ele repete
o processo, até chegar, finalmente, num nimero de apenas um algarismo. Por exemplo,
Marcio substitui 1784 102 por 23 e, em seguida, por 8. Ele também aplica esse processo
a listas de N numeros naturais, substituindo cada ntimero da lista pela soma de seus
algarismos, obtendo, assim, uma nova lista de N numeros, com a qual ele repete o
processo, até chegar numa lista final de N nimeros, cada um de apenas um algarismo.

32 009

(a) Comegando com , qual é o niimero final de apenas um algarismo?

72 009

(b) Comegando com 1 , qual é o ntmero final de apenas um algarismo?

(¢) Comegando com a lista dos primeiros 20092009 nimeros naturais, a lista final
tem mais algarismos 4 ou 57 Quantos 9 tem a lista final?
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222.

223.

Uma brincadeira em sala de aula — A professora Raquel inventou a seguinte
brincadeira: escrevendo um niimero inteiro positivo no quadro, acrescente trés unidades
ao namero se ele for impar e divida o nimero por dois se ele for par. Essa operacao pode
ser feita diversas vezes. A professora esta interessada em obter, ao final, o niimero 1 e
perguntou para a classe: Como obter o niimero 1 ap6s trés operagoes? E apds quatro
operagoes? E apos cinco operagoes?

Calcule a tdade — Laura e sua avd Ana acabaram de descobrir que, no ano passado,
suas idades eram divisiveis por 8 e que, no préximo ano, serao divisiveis por 7. Vovo
Ana ainda nao é centenaria. Qual é a idade de Laura?

224. Divisoes e restos — O dobro de um numero dividido por 5 deixa resto 1. Qual é o
resto da divisao desse ntumero por 57

225. Preenchendo o circulo — Cada um dos sinais [, H, X, H e [] representa um ntmero
de um algarismo. Descubra quais sao esses niimeros e complete o nimero que falta no
circulo em branco.

0 m/0 = O
(522 (@22 @ ) 22
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. Populacao — Em 1998, a populagao do Canadé era de 30,3 milhdes. Qual das opcoes
abaixo representa a populagao do Canada em 19987

(a) 30300000 (b) 303000000 (c) 30300 (d) 303300 (e) 30300000000

. Réguas em 15 minutos — Uma certa maquina é capaz de produzir oito réguas por
minuto. Quantas réguas essa maquina consegue produzir em 15 minutos?

(a) 104  (b) 110  (¢) 112 (d) 128 () 120

. Alturas tguats — Luiza, Maria, Antonio e Julio sao irmaos. Dois deles tém a mesma
altura. Sabe-se que

e Luiza é maior que Antonio; e Maria é menor que Luiza;
e Antonio é maior do que Jilio; e Julio é menor do que Maria.

Quais deles tém a mesma altura?
(a) Maria e Julio (c) Antonio e Luiza (e) Antonio e Maria
(b) Julio e Luiza (d) Antoénio e Julio

. Unidade — O algarismo da unidade do ntimero 1 x 3 X 5 x 79 x 97 x 113 é
@ 1 ()3 (5 (@7 ()9

. Em que fio? — A, B, C, D, E, F, G e H sao os fios de apoio que uma aranha usa para
construir sua teia, conforme mostra a figura. A aranha continua seu trabalho. Sobre
qual fio de apoio estard o ntimero 1187

(a) B
(

)
b)
()
(d)

)

d
(e

— Q ® -

Para resolver as duas proximas questoes, utilize as informagoes da tabela dada, que
mostra o desempenho das sele¢oes do grupo A da Copa do Mundo de 2002. Nessas
partidas de futebol, a equipe vencedora ganha trés pontos e a perdedora nao ganha
nem perde pontos; em caso de empate, as duas ganham um ponto.

Selecao JIVI/E|D|GP|GC |P
Dinamarca | 3 | 2 | 1 | 0 ) 2 7
Senegal 3111210 5 4 |7
Uruguai 310121 4 ? 2
Franca 310 (1] 2 0 3 1
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10.

11.

Legenda: J — jogos, V — vitorias, E — empates, D — derrotas, GP — gols marcados,
GC — gols sofridos, P — pontos.

Pontos ganhos — Quantos pontos obteve a selecao do Senegal?

@3 (B4 (5 (@6 ()7

Gols sofridos — Quantos gols sofreu a selegao do Uruguai?

@2 M3 (©4 (A5 ()6

Qual € o dngulo? — Na figura, temos B= 50°, sendo AD e
CD as bissetrizes dos angulos A e C, respectivamente.
Qual é a medida do angulo ADC?

(a) 90°

(b) 100°

(c) 115°

(d) 122)5°

(e) 125°
Basquete — O grafico mostra o ntimero de pontos
que cada jogador da selecao de basquete da escola
marcou no ultimo jogo. O ntmero total de pontos 10
marcados pela equipe foi .

(a) 54 o

(b) 8 E i i
(0) 12 2 1 e
@) 58 e mEIEEE
(e) 46 Jogadores =

Telefone — Geni é cliente de uma companhia telefénica que oferece o seguinte plano:

e tarifa mensal fixa de R$ 18,00;
e gratuidade em 10 horas de ligagoes por més;
e R$ 0,03 por minuto que exceder as 10 horas gratuitas.
Em janeiro, Geni usou seu telefone por 15 horas e 17 minutos e, em fevereiro, por 9

horas e 55 minutos. Qual foi a despesa de Geni com telefone nesses dois meses, em
reais?

(a) 4551  (b) 131,10  (c) 455,10  (d) 13,11 () 4,55

Area — Na figura dada, temos dois quadrados. O lado do maior mede a 4+ b e o do
menor a. Qual é a area da regiao cinza destacada?

36
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12.

13.

14.

15.

(d b2 a a/+b

Comprando sorvete — Veja as promogoes de dois supermercados:

Supermercado A Supermercado B
6 latas de 3 litros do sorvete QUENTE | Sorvete QUENTE — lata de 3 litros
R$ 24,00 4 latas — s6 R$ 14,00

Joana quer comprar 12 latas de sorvete para a festa de seu aniversario. Em qual
supermercado ela deve comprar e por qué?

a) No A, pois economizara R$ 7,00 em relagao ao B.

(
(b) No A, pois economizara R$ 6,00 em relagao ao B.
(

)

)
(¢) No B, pois economizara R$ 8,00 em relagao ao A.
d) No B, pois economizara R$ 6,00 em relagao ao A.
)

(e) Tanto faz, porque o pre¢o é o mesmo nos dois supermercados.

Cartolina e barbante — Passa-se um barbante através dos seis furos de
uma cartolina. A frente da cartolina, com o barbante, é mostrada na figura.
Qual das figuras a seguir nao pode ser o verso dessa cartolina?

X 3
(a) b—m (b) (c)

[ -
o

44

ool

Amigos e fragoes — Adriano, Bruno, César e Daniel sdo quatro bons amigos. Daniel
nao tinha dinheiro, mas os outros tinham. Adriano deu a Daniel um quinto do seu
dinheiro, Bruno deu um quarto do seu dinheiro e César deu um tergo do seu dinheiro.
Cada um deu a Daniel a mesma quantia. A quantia que Daniel possui agora representa
que fracao da quantia total que seus trés amigos juntos possuiam inicialmente?

1 1 1 2 1

il b) = - d) 2 bt
@ by @5 @ (@
FEscolhendo sorvetes — Paulo quer comprar um sorvete com quatro bolas em uma
sorveteria que dispoe de trés sabores: acai, baunilha e caja. De quantos modos dife-
rentes ele pode fazer essa compra?

@6 (19 (12 (d 15 (e 18
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16. Peg¢as de um quadrado — Pedro montou um quadrado com quatro das cinco pecas
abaixo. Qual é a peca que ele nao usou?

(d) (e) |

17. Paradas de 6nibus — Uma linha de 6nibus possui 12 paradas numa rua em linha
reta. A distancia entre duas paradas consecutivas é sempre a mesma. Sabe-se que a
distancia entre a terceira e a sexta paradas é de 3300 metros. Qual é a distancia, em
quilometros, entre a primeira e a tltima parada?

(a) 84  (b) 121 (c) 99  (d) 132  (e) 9,075

18. Desenho — QQual dos seguintes desenhos nao pode ser feito sem tirar o lapis do
papel e passando apenas uma vez ao longo de cada linha?

(a) (b) [— (©) [Z— (@)

19. Qual é o cubo? — Cortamos um canto de um cubo, conforme mostra
a figura.

Qual das representagoes a seguir corresponde ao que restou do cubo?

(a) I
(d) I

(b) I (c)
(e) I

20. Quadrado mdgico — Dizemos que o quadrado abaixo é um quadrado 2 1ol 2
mdgico porque a soma dos nimeros de cada linha, de cada coluna e
de cada diagonal é sempre a mesma. No caso do quadrado magico da 30517
figura, essa soma é 15. sl 116
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21.

22.

23.

Complete os cinco niimeros que faltam no quadrado abaixo para que ele seja um qua-
drado magico.

-12 -4

Torneio — Sete equipes, divididas em dois grupos, participaram do torneio de futebol
do meu bairro. O Grupo 1 foi formado pelas equipes Avaqui, Botagua e Corinense. O
Grupo 2 foi formado pelas equipes Dinossauros, Esquisitos, Flurinthians e Guarana.

Na primeira rodada do torneio, cada equipe enfrentou cada uma das equipes do seu
grupo exatamente uma vez. Na segunda rodada do torneio, cada equipe enfrentou
cada uma das equipes do outro grupo exatamente uma vez.

(a) Quantas partidas foram disputadas na primeira rodada no Grupo 17
(b) Quantas partidas foram disputadas na primeira rodada no Grupo 27

(c) Quantas partidas foram disputadas na segunda rodada?

Truque numérico — Vocé ja viu um truque numérico? Aqui vao os passos de um
truque numeérico:

(i
(ii

) Escolha um namero qualquer.
)
(iii) Do resultado subtraia 21.
)
)

Multiplique-o por 6.

(iv
(v

(a) Experimente essa sequéncia de cinco passos trés vezes, iniciando cada vez com
um numero diferente. Qual foi o resultado de seu experimento?

Divida esse novo resultado por 3.

Desse tltimo resultado subtraia o dobro do nimero que vocé escolheu.

(b) A seguir, usando a letra = para representar o niimero que vocé escolheu no primeiro
passo, mostre por que os resultados do item (a) ndo sdo apenas uma coincidéncia,
mas sim um fato matematico.

Jogando sinuca — Na figura abaixo vemos uma mesa de sinuca quadriculada e parte
da trajetoria de uma bola, tacada a partir de um canto da mesa, de modo que, sempre
que a bola bater em uma das beiradas da mesa, ela segue seu movimento formando
angulos de 45° com a beirada.

(a) Em qual das quatro cacapas a bola caira? ® T

(b) Quantas vezes a bola batera nas beiradas da mesa )}
antes de cair na cagapa?

(¢) A bola seguira pela diagonal de quantos desses qua-
drados durante sua trajetoria?
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24.

25.

26.

27.

28.

i

Triangulo isosceles — Na figura, o triangulo AABC' & isosceles,
com BAC = 20°.

Sabendo que BC' = BD = BE, determine a medida do &ngulo
BDE. E

s—"\o

Pesando moedas — Sao dadas quatro moedas aparentemente iguais, das quais trés
sao verdadeiras e uma é falsa. As trés verdadeiras tém o mesmo peso e a falsa tem um
peso diferente das verdadeiras, mas nao se sabe se a moeda falsa é mais leve ou mais
pesada do que as verdadeiras.

Mostre que é possivel determinar a moeda falsa empregando somente duas pesagens
em uma balanca de dois pratos.

Observagao: Numa balanca de dois pratos s6 podemos comparar os pesos colocados
nos dois pratos: a balanca so pode ficar equilibrada ou, entao, pender para o lado mais
pesado.

Numeros binomiais — Os quadrados em branco da figura devem ser preenchidos com
nimeros de tal modo que cada ntimero, a partir da segunda linha, seja igual a soma
dos dois nimeros vizinhos da linha imediatamente superior. Por exemplo, o ntimero
da primeira casa da segunda linha é 11, porque 11 = 5 + 6. Qual é o namero que vai
aparecer no quadrado indicado com x?

(a) 4
(b) 6
(c) 9
(d) 15
(e) 10

Costuras da bola — Uma bola de futebol é feita com 32 pecas de couro. Dessas pecas
12 sao pentégonos regulares idénticos e as outras 20 sao hexagonos, também regulares
e idénticos. Os lados dos pentagonos sao iguais aos lados dos hexédgonos. Para unir
dois lados de duas dessas pecgas é necessaria uma costura. Quantas sao as costuras
necessarias para fazer uma bola?

(a) 60  (b)64 ()90  (d)120  (e) 180

Razao de dreas — A figura ao lado mostra uma grade formada por
quadrados de 1 ¢m de lado. Qual é a razao entre a area sombreada

e a nao sombreada?

@ B ©

=
—
oL
~—
(A
—
@
SN~—
o
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29.

30.

So sorvete — Em um quente dia de verao, 64 criancas comeram, cada uma, um
sorvete pela manha e outro & tarde. Os sorvetes eram de quatro sabores, abacaxi,
banana, chocolate e doce de leite. A tabela dada mostra quantas criancas consumiram
um desses sabores pela manha e outro a tarde. Por exemplo, o tinico ntimero 7 que
aparece na tabela indica que sete criancas tomaram sorvete de banana pela manha e
de chocolate a tarde.

Abacaxi Banana | Chocolate | Doce de leite
L Abacaxi 1 8 | 0 3
:I Banana (5 2 | 7 ! 3
H Lhocolate 3 E] 0 ]
F i Doce de Lejte 2 | ") ) 1

Quantas criancas tomaram sorvetes de sabores diferentes nesse dia?

(a) 58  (b) 59  (c) 60  (d) 61  (e) 62

Brincando com tabuleiro — Camila e Lara tém, cada uma, um tabuleiro 4 x 4.
Comecando com ambos tabuleiros em branco, elas fazem uma brincadeira com o des-
dobramento seguinte.

e Camila, escondida de Lara, pinta de preto algumas casas de seu tabuleiro.

e Ainda em seu tabuleiro, Camila escreve em cada casa o nimero de casas vizinhas
que estao pintadas de preto (duas casas distintas sdo vizinhas se possuem um lado
ou um vértice em comum).

e Camila copia os niimeros escritos em seu tabuleiro no tabuleiro de Lara.
e Lara deve adivinhar, a partir dos ntimeros escritos em seu tabuleiro, quantas sao

as casas pretas do tabuleiro de Camila.

Por exemplo, se Camila pintar seu tabuleiro como o da figura a esquerda, entao ela
coloca os numeros no tabuleiro de Lara como na figura a direita.

1i113]1
213)|2)2
113111
1121010

Quantas foram as casas que Camila pintou se o tabuleiro de Lara tiver os nimeros do
tabuleiro a seguir?

3] a3 | P | P
X e =
ot | i f o | it

=

3 6
(b) 4 (e) 7
5
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

. Cartoes numerados — Larissa e Jorge estao jogando com cartoes numerados de 1 a

6 que devem ser colocados nas casas do tabuleiro a seguir de tal modo que formem um
numero de seis algarismos.

Jorge coloca o primeiro cartao e, a seguir, as jogadas sao alternadas entre os dois.
O objetivo de Larissa ¢ obter o maior ntimero possivel e o de Jorge é obter o menor
numero possivel. Larissa tem os cartoes com os algarismos 1, 3 e 5 e Jorge tem os
cartoes com os algarismos 2, 4 e 6. Se os dois jogadores forem espertos, qual é o
namero que aparecera ao final do jogo?

(a) 254361 (b) 253416 (c) 251634 (d) 256134 (c) 251346

Faltam balas — Uma professora tem 237 balas para dar a seus 31 alunos. Qual é o
numero minimo de balas a mais que ela precisa conseguir para que todos seus alunos
recebam a mesma quantidade de balas, sem sobrar nenhuma?

(@) 11 (b) 20 (c) 21 (d) 31  (e) 41

Artesaos de braceletes — Um artesao comecga a trabalhar as O8h e produz seis
braceletes a cada 20 minutos; ja seu auxiliar comeca a trabalhar uma hora depois e
produz oito braceletes do mesmo tipo a cada meia hora. O artesao para de trabalhar as
12h, mas avisa ao seu auxiliar que devera continuar trabalhando até produzir o mesmo
numero de braceletes que ele. A que horas o auxiliar ir4 parar de trabalhar?

(a) 12h (b) 12h30min (c¢) 13h (d) 13h30min (e) 14h30min

horério o pentagono regular por um angulo de 252° em torno do seu centro?

Girando um pentdgono — Qual figura sera obtida se girarmos no sentido @

Observacao: o sentido horario é o sentido em que giram os ponteiros de um relégio; no
caso do pentagono, isso esté indicado pela seta no desenho.

(a) if (b) jf () §E! (d) ;jf () Ei

Area em funcdo da diagonal — O perimetro de um retangulo mede 100 cm e a
diagonal mede x cm. Qual é a area desse retangulo em funcao de x?

x? x? x? x?

(a) 625 — z? (b) 625 — ) (c) 1250 — 5 (d) 225 — 5} () 2500 — )

Valor de uma quadrdtica — Se -+ = 8 e zy = 15, qual é o valor de 22 + 6y +y*?

(a) 64  (b) 109  (¢) 120  (d) 124  (e) 154

Angulos em funcdo de = — Na figura estdo indicadas, em graus, as medidas de
alguns angulos em funcao de x. Quanto vale x7?

42

OBMEP 2010



Nivel 2

38.

39.

40.

41.

42.

43.

6° 5z

3z 2

(e 24° 4z

Operacao diferente — Se m e n sao inteiros maiores do que zero e se m < n,
definimos mVn como a soma dos inteiros entre m e n, incluindo m e n. Por exemplo,

22V 26
5V8 =546+ 7+ 8 = 26. Qual é o valor de V6 ?

@) 4 (B 6 ()8 ()10 (o) 12

Taxi caro — O pre¢o de uma corrida de téaxi é de R$ 2,50 fixos (a “bandeirada”)
mais R$ 0,10 por 100 metros rodados. Tenho apenas R$ 10,00 no bolso. Logo, tenho
dinheiro para uma corrida de, no méximo, quantos quilémetros?

(a) 2,5 (b) 5,0 (¢) 7,5 (d) 10,0 (e) 12,5

Muiltiplos de 3 ou 4 — Quantos numeros entre 1 e 601 sao miltiplos de 3 ou multiplos
de 47

(a) 100 (b) 150 (c) 250 (d) 300 (e) 430

Lados de um paralelepipedo — Se x e y sao ntmeros inteiros positivos tais que
xyz = 240, xy + z = 46 e x + yz = 64, qual é o valor de z + y + 27

(a) 19 (b) 20 (c) 21 (d) 24 (e) 36

Pontos da reta — Na reta dada estao representados os seis ntimeros a, b, m,n, p e q,

1
além dos ntimeros 0, 2 le?2.

1
a9 P 2a b, m on

0 1 9

Entao os numeros que melhor representam a + b, a — b e ab sao, respectivamente:

(a) m,peq; (b) m,q e p; (c) n,qep; (d) n,peq; (e) g,menp.

Velocidades — Numa corrida de carros, um piloto percorreu trés trechos: um de
240 km, um de 300 km e um de 400 km. O piloto sabe que as velocidades médias
nesses trechos foram 40 km/h, 75 km/h e 80 km/h, mas nao se lembra qual dessas
velocidades corresponde a cada um desses trechos. Podemos garantir que o tempo
total em horas gasto pelo piloto para percorrer os trés trechos foi:

(a) menor do que ou igual a 13 horas;
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44.

45.
46.

47.

48.

49.

50.

(b) maior do que ou igual a 13 horas e menor do que ou igual a 16 horas;
(c) maior do que ou igual a 16 horas e menor do que ou igual a 17 horas;
(d) maior do que ou igual a 15 horas e menor do que ou igual a 18 horas;
(

e) maior do que ou igual a 18 horas.

Comprimento de diagonal — Do quadrado ABCD foram A LA

cortados os triangulos isosceles sombreados, como na figura,
restando o retangulo PQRS. Sabendo que a éarea total do que
foi cortado mede 200 cm?, qual é o comprimento de PR, em
cm?

(a) v/200 (b) 200 (c) v/800 (d) 25 (e) 88 S

D R C

Divisao de nimeros grandes — Determine o valor de 123456 123 456 = 10 000 001.

Refrigerante no cinema — Toda vez que Joaozinho vai ao cinema, ele toma dois
refrigerantes. Ele gastou toda sua mesada de R$ 50,00 indo ao cinema seis vezes e
tomando um total de 20 refrigerantes, incluindo os que ele tomou quando foi ao cinema.
Se Joaozinho tivesse tomado s6 um refrigerante cada vez que foi ao cinema, com essa
economia ele poderia ter ido ao cinema mais uma vez, tomando um refrigerante também
nessa ocasiao. Em relacao ao preco do ingresso do cinema e o preco do refrigerante,
podemos afirmar que

(a) o prego do ingresso ¢é o triplo do preco do refrigerante;
(b

)

) o preco do ingresso é o quadruplo do preco do refrigerante;
¢) o prego do ingresso é o quintuplo do prego do refrigerante;
)
)

(
(d) o ingresso ¢ R$ 6,00 mais caro do que o refrigerante;

(e) o ingresso ¢ R$ 5,00 mais caro do que o refrigerante.

Divisao de poténcias — Qual é o quociente de 50°° por 2527

(a) 25% (b) 10% (c) 100% (d) 2% (e) 2 x 25%

Palitos de dois tamanhos — Vocé possui apenas palitos com 6 e 7 cm de compri-
mento. Qual é o nimero minimo desses palitos que sao necessarios para cobrir um
segmento de reta com 2 metros?

(@) 20 (b) 30 (c) 31 (d) 32 (e) 33

Maior raiz — Qual ¢ a maior raiz da equacao (x — 37)? — 169 = 07?

(a) 39 (b) 43 (c) 47 (d) 50 (e) 53

Madquina com visor — Uma certa méquina tem um visor, onde aparece um nimero
inteiro =, e duas teclas, A e B. Quando se aperta a tecla A, o nimero x do visor é
substituido por 2z + 1. Quando se aperta a tecla B, o nimero x do visor é substituido
por 3x — 1. Qual é o maior nimero de dois algarismos que pode ser obtido apertando

44
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o1.

52.

53.

o4.

95.

56.

o7.

alguma sequéncia das teclas A e B a partir do ntimero 5 no visor?

(a) 85  (b) 87  (¢) 92 (d) 95  (e) 96

Quadrado mdgico parcial — Num quadrado magico, a soma dos

trés nameros de cada linha, coluna ou diagonal é sempre a mesma. 1 114 | =

Dado o quadrado magico ao lado, parcialmente preenchido, qual 2% 13

deve ser o valor de z?
(a) 20 (b) 22 (c) 23 (d) 25 (e) 27

. A D
Area do retingulo — Um retangulo ABCD esta dividido
em quatro retangulos menores. As areas de trés deles estao 16
indicadas na figura dada. Qual é a area do retangulo ABC'D?
(a) 80 (b) 84 (c) 8 (d) 88 (e) 91 12 27
B C

Lado do quadrado — Quatro pecas iguais, em forma de triangulo retangulo, foram
dispostas de dois modos diferentes, como mostram as figuras dadas. Os quadrados
ABCD e FFGH tém lados respectivamente iguais a 3 cm e 9 cm. Determine a

medida do lado do quadrado IJK L.

Mazior nimero — Qual é o maior dentre os niimeros dados?
(a) 2 x0x 2006 (¢) 240 %2006 (e) 2006 x 040 x 6
(b) 2x0+6 (d) 2x(0+6)

Operacao ® — O simbolo ® representa uma operagao especial com ntmeros; alguns
exemplos sa0 204 = 10,308 = 27,427 =112e 501 = 10. Quanto vale 4® (8 ®7)?

(a) 19 (b) 39 (c¢) 120 (d) 240 (e) 260
Terceiro lado — Se dois lados de um tridngulo medem 5 e 7 c¢cm, entao o terceiro lado

nao pode medir quantos centimetros?

@) 11 ()10 (6 ()3 ()1

3
Asterisco — Se 2—*4 3 3§ quanto vale *?
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59.

60.

61.

62.

63.

. Expressoes algébricas — O que representam, geome- - a - 1,5 —
tricamente, na figura dada, as expressoes
2
a“+15a a
e
| - -

4a-+ 3.

Faiza decorativa — A figura dada é composta de tridngulos retangulos isésceles, todos
congruentes. Qual é a area, em cm?, da parte sombreada?

(a) 20 (d) 45
(b) 25 (e) 50
(c) 35 30 cm

Bicicleta e chocolate — Se eu der duas barras de chocolate para Tiao, ele me empresta
sua bicicleta por 3 horas. Se eu lhe der 12 bombons, ele me empresta a bicicleta por 2
horas. Amanha, eu lhe darei uma barra de chocolate e 3 bombons. Por quantas horas
ele me emprestara a bicicleta?

@ 12 M1 (2 (@3 ()4

Retas paralelas? — Na figura dada, as retas EC e F'D serao paralelas?

Menor niimero — Se x > 5, entao qual dos nimeros dados é o menor?
(a) 5/ (b) 5/(z+1)  (¢) 5/(x—=1)  (d) z/5  (e) (x+1)/5

Area de quadrado — O quadrado STUV é formado de um qua- V U
drado limitado por 4 retangulos iguais. O perimetro de cada retan-
gulo é 40 cm. Qual é a area, em cm?, do quadrado STUV?

(a) 400  (c) 160  (e) 80
(b) 200  (d) 100
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

Operando fragoes

DO | =

(a) Calcule as diferengas 1 — 3

1
b) Deduza d lor d o= — 4+ —.
(b) Deduza de (a) o valor asoma2+6+12+20+30
(¢) Caleul N A I —
¢) Caleule a soma 5 + = + 75 + 55 + 35 + 15 555 000 -

Angulos e perimetro — Calcule os an-
gulos que nao estao indicados e o perime-
tro da figura, sabendo que BD = BC' e
DBC = BCD.

226 m D

Desigualdade racional — Quais sao os valores de x que satisfazem a desigualdade

47
a:—2<
9 9
(a):c>1 (c)x<20ux>1 (e) <2

(b)2<xex<§ (d) z< -2

Desigualdade dupla — Quantos ntimeros inteiros e positivos satisfazem a dupla ine-
quagao 2000 < /n(n —1) < 20057

@) 1 (b2 (3 (A4 (95

Didmetro do circulo — Na figura, O é o centro do circulo
e AB =5 cm. Qual é o diametro desse circulo? - 3
]
0 b)
e
Falta um dngulo — Na figura dada, TU = SV. U
Quanto vale o angulo SVU, em graus? </
(a) 30 (d) 65 <3
(b) 50 (e) 70
° 9
(c) 55 50 N,

S

Café, bolo e gato — Dez minutos antes de colocar o bolo no forno, coloquei meu
gato para fora da casa. O bolo deve cozinhar por 35 minutos, portanto coloquei o
despertador para tocar 35 minutos ap6s colocar o bolo no forno. De imediato fiz um
café para mim, o que me tomou 6 minutos. Trés minutos antes de acabar de beber
o café, meu gato entrou em casa. Isso foi 5 minutos antes do despertador tocar. O
telefone tocou no meio do tempo entre eu acabar de fazer o café e o gato entrar em
casa. Falei ao telefone por 5 minutos e desliguei. Eram, entao, 3h59min da tarde.
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(a) A que horas coloquei meu gato para fora?
(b) O despertador tocou quantos minutos depois de colocar o gato para fora?

(c) Por quanto tempo o gato ja estava fora de casa quando o telefone tocou?

71. Muitos dngulos — Quais figuras estao corretas?

Fi I
igura o0

112°

180

957 63°

Figura II

62° <

Figura III 29" hl

72. Sinal de produto e de quociente — a, b, c e d sao quatro ntimeros nao nulos tais que

0s quocientes
a —b 11 —18

- = e
5" Ta’ abc abed
sao todos positivos. Determine os sinais de a, b, c e d.

73. Sinais e radicats — Quais dos nimeros dados sao negativos?
(a) 10 —3+v11 (c) 18 =513 (e) 10v26 — 51
(b) 3v11 —10 (d) 51 —10+/26

74. Angulos entre retas — Sabe-se que as retas r e s sao paralelas. Encontre os angulos
T euy.
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75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

Variacao de temperatura — A tabela dada mos-

. . Dia | Max.(°C) | Min.(°C)
tra as temperaturas maximas e minimas em cen- -
. . . ) . 22 feira 7 —12
tigrados durante cinco dias seguidos em certa ci- .
. . L 32 feira 0 —11
dade. Em qual dia ocorreu a maior variacao de .
o 42 feira -2 —15
temperatura -
52 feira 9 -8
62 feira 13 -7

Ordenando fragoes — Qual dos nimeros fica entre 2/5 e 3/47
(a) 1/6  (b) 4/3  (¢) 5/2  (d) 4/7 (e 1/4

Fracao de drea — A figura mostra um retangulo maior
dividido em 18 retangulos menores, todos com a mesma
largura. Qual é a fracao do retangulo maior que repre-
senta a parte em cinza?

Uma a mais! — Dentre as nove fragoes

5 17 -5 10 2 14 —1 5 -3
— RN JES— RN J— RN RS J— e JES—
4> 6 4 77 3 8 3 3 2
temos oito com as propriedades seguintes.
. . 2 - - 2
e 2 fracoes cuja soma é R e 2 fracoes cuja diferenca é R
. . 2 - . .
e 2 fracoes cujo produto é R e 2 fracoes cujo quociente é B
Encontre a fracao que esta sobrando.
K
Qual € o dngulo? — No triangulo AK LM temos
KL =KM, KT = KS e LKS = 30°. Qual é a -
medida do angulo x =TSM ?
(a) 10° (b) 15° (c) 20° (d) 25° (e) 30° L £ 2 M

~ . , x4
Operacao circular — Dentro dos circulos, escreva os ‘+4/ - w‘
nimeros inteiros que tornam correta a sucessao de ope- O O

racoes. ‘H\O TO/‘;

Pratos e copos — lara possui R$ 50,00 para comprar copos e pratos. Cada copo
custa R$ 2,50 e cada prato, R$ 7,00. Ela quer comprar, no minimo, 4 pratos e 6 copos.
O que ela pode comprar?

Desigualdades de inteiros — Quantos sao os nimeros inteiros x tais que

-S<x—-—1<5?
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83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

Nove quadrados — A figura dada mostra nove quadra-

dos. A area do quadrado A mede 1 cm? e a do quadrado o

B é 81 cm?. Qual é a area, em cm?, do quadrado I? I
(a) 196 (d) 324 . E
(b) 256 (e) 361 v
(c) 289 R H

Musitas medalhas — André, Bruno, Celina e Dalva ganharam, juntos, 21 medalhas
num concurso. André foi o que mais ganhou medalhas, Bruno ganhou o dobro de
Celina e Dalva ganhou trés a mais do que Bruno. Quantas medalhas cada um pode
ter ganhado?

As somas sao quadrados — Escreva numa linha os nimeros de 1 a 15 de tal modo
que a soma de quaisquer dois nimeros adjacentes nessa linha seja um quadrado perfeito.

Area de uma regiGo — Um retangulo esta dividido em
trés regioes, conforme indicado na figura. Se as areas de 24
duas delas medem 24 e 13 cm?, qual é a area da terceira
regiao?

13

0,00001 x (0,01)2 x 1000

Poténcias de 10 — O valor de é:

0,001
(a) 1071 (b) 1072 (c) 1073 (d) 1074 (e) 1.
Diferenca de quadrados — Se (z + y)? — (z — y)? = 20, entdo zy ¢ igual a:

(@) 0; (b)) 1, (¢) 25 (d) 5  (e) 10.

Um quadrildtero — O quadrilatero ABC'D da figura é um paralelogramo?

Sexta-feira treze — Qual é o nimero maximo de sexta-feiras treze que podem ocorrer
num ano que nao é bissexto? Nesse caso, em que dia da semana cai o décimo dia do
ano?

Triangulos com lados inteiros — Quantos triangulos existem cujos lados sao nu-
meros inteiros e o perimetro mede 12 unidades?

@ 1 ()3 (5 (@7 ()9

20
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92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

Festa de aniversdrio — Para comemorar seu aniversario, Ana vai preparar tortas de
pera e de maga. No mercado, uma maca pesa 300 g e uma pera, 200 g. A sacola de
Ana aguenta um peso maximo de 7 kg. Qual é o nimero maximo de frutas que ela
pode comprar para poder fazer tortas das duas frutas?

Os dois quadrados — As medidas em centimetros dos lados de cada um
dos dois quadrados da figura sao ntimeros inteiros. Se o menor quadrado
tivesse 2001 cm? a mais de area, as areas dos dois quadrados seriam

iguais. Quanto pode medir o lado do maior quadrado? _I

A multiplicagcao — Jilio faz multiplicagoes usando apenas os quadrados dos numeros.
Ele tem que calcular o produto 85 x 135. Para isso, ele desenha um retangulo de
85 x 135 mm e, nesse retangulo, traga o maior quadrado possivel; faz o mesmo no
retangulo restante e assim sucessivamente. Dessa maneira, ele obtém oito quadrados
que ele, entao, soma. Desenhe a figura feita por Julio e escreva 85 x 135 como a soma
de oito quadrados:

85 x 135 =85 +....

~ . . . X . Ty .
Ezxpressao fraciondria — Se — = 2, entao é igual a:

@ - ) -y @y @@L (@2

Diferenca e soma de quadrados — Calcule:

(a) 16782—1677> (b) 10012410002 (c) 199992  (d) 20012+ 20022+ 2 003>

Um queijo triangular — Osvaldo comprou um queijo em forma de um tridngulo
equilatero. Ele quer dividir o queijo igualmente entre ele e seus quatro primos. Faca
um desenho indicando como ele deve fazer essa divisao.

Notas de Matemdtica — Joao e Claudia receberam de volta suas provas de mate-
matica em que os algarismos das notas foram substituidos por simbolos. A nota de
Joao foi M ¥ e a de Claudia % . Juntos, eles obtiveram x [JH. Além disso, Claudia
obteve 13 pontos a mais do que Joao. Qual foi a nota de cada um?

Operagcao com raiz quadrada — O nimero (\/6 + \/5)(\/5 —2)V/ V3+26 igual a:
(a) —V3; (b) —v2; (c) =2 (d) 1; (e) 2.

Para a escola de bicicleta — Catia sai da escola todos os dias no mesmo horario
e volta para casa de bicicleta. Quando ela pedala a 20 km/h, ela chega em casa as
16h30m. Se ela pedalar a 10 km/h, ela chega em casa as 17h15m. A que velocidade
ela deve pedalar para chegar em casa as 17h?

Distdncia na reta — Cinco pontos estao sobre uma mesma reta. Quando listamos
as 10 distancias entre dois desses pontos, da menor para a maior, encontramos 2, 4, 5,
7,8, k, 13,15, 17 ¢ 19. Qual é o valor de k?
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103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

. Numero tmpar — Se n é um ntmero inteiro qualquer, qual dos seguintes é um niimero

impar?

(a) n*—n+2 (b) n*+n+2 (¢) n?+n+5 (d) n?2+5 (e) n®+5

Quatro numeros inteiros — Se quatro inteiros positivos distintos m,n,p e ¢ satis-
fazem a equagao (7—m)(7—n)(7—p)(7—q) = 4, entdo a soma m+n + p + q é igual

As pdginas do diciondrio — Para numerar as paginas de um dicionario, imprimiu-se
1988 vezes o algarismo 1. Quantas paginas tem esse dicionario?

Soma de poténcias de 2 — Determine um valor de n para o qual o ntimero 28421 42"
seja um quadrado perfeito.

Reverso de um numero — O reverso de um numero inteiro de dois algarismos é
o nimero que se obtém invertendo a ordem de seus algarismos. Por exemplo, 34 é o
reverso de 43. Quantos niimeros existem que, somados ao seu reverso, dao um quadrado
perfeito?

Angulos externos de um triangulo — Dados os an-
gulos de 150° e 160° indicados na figura, calcule os va-
lores dos angulos z,y e z.

Uma brincadeira — E feita uma brincadeira com quatro ntimeros inteiros da seguinte
maneira: some trés desses numeros, divida essa soma por 3 e o resultado some com o
quarto numero. Existem quatro formas de fazer esta brincadeira, obtendo os seguintes
resultados: 17, 21, 23 e 29. Qual é o maior dos quatro nimeros?

Ovos e mag¢as — Num armazém, uma duzia de ovos e 10 macas tinham o mesmo
preco. Depois de uma semana, o preco dos ovos caiu 2% e o da maca subiu 10%.
Quanto se gastard a mais na compra de uma duzia de ovos e de 10 macas?

(a) 2% (b) 4% (c) 10% (d) 12% (e) 12,2%

Dividir um cubo — Se dividirmos um cubo de 1 m de aresta em cubinhos de
1 mm de aresta, que altura terd uma coluna formada por todos os cubinhos, dispostos
sucessivamente um em cima do outro?

(a) 1m (b) 1km (c) 10 km (d) 100 km (e) 1000 km
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111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

Uma expressao — A expressao 2 w2 , em que a # 0, é igual a:
a>  (271la)73
a’ 2 1 a® 2
(@) o5 () =5 () o (A 55 (o) —

Uma igualdade — Os ntimeros a e b sao inteiros positivos que satisfazem 96a> = b3.
Qual é o menor valor possivel de a?

Somas de trés em trés — Encontre quatro niimeros inteiros positivos que, somados
de trés em trés, dao somas 6, 7, 8 ¢ 9.

O retangulo do Luis — Luis desenhou um retangulo de 6 x 10 cm e quer dividi-lo
em quatro partes. As areas das 4 partes devem medir 8, 12, 16 e 24 cm?. Desenhe
como ele pode fazer essa divisao.

Uma fdabrica de blusas — Uma fabrica produz blusas a um custo de R$ 2,00 por
unidade, além de uma parte fixa de R$ 500,00. Se cada unidade produzida é comerci-
alizada a R$ 2,50, a partir de quantas unidades produzidas a fabrica obtém lucro?

(a) 250  (b) 500  (c) 1000  (d) 1200  (e) 1500

Ezxisténcia de tridngulos — Qual dos seguintes tridngulos nao pode existir?

(a) triangulo agudo isosceles
(b) triangulo retangulo isosceles
(c) triangulo retangulo obtusangulo
(d) triangulo retangulo escaleno
)

(e) triangulo escaleno obtusangulo

Os doze pontos — Doze pontos estao marcados numa folha de papel
quadriculado, conforme mostra a figura. Qual é o ntimero maximo de .
quadrados que podem ser formados unindo quatro desses pontos?

O colar — Um colar é composto de pérolas grandes e pérolas pequenas, num total de
menos do que 500 pérolas.

(a) Se substituirmos 70% das pérolas grandes por pequenas, o peso do colar diminui
60%.

(b) Se substituirmos 60% das pérolas pequenas por grandes, o peso do colar aumenta
70%.

Quantas pérolas tem o colar?
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120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

. Mulheres votantes — Numa certa cidade, 40% de todas as mulheres sao votantes

e 52% da populacao é de mulheres. Qual é o percentual da populacao formado por
mulheres votantes?

(a) 181%  (b) 20,8% () 264%  (d) 40%  (e) 52%

Amigos do século XX — Dois amigos nasceram no mesmo més e ano do século
XX, com uma semana de intervalo. Escrevendo as datas dos dois aniversarios da
esquerda para a direita, comegando com o (ou os) algarismo(s) do dia, depois o (ou
os) algarismo(s) do més e, por ultimo, os dois ultimos algarismos do ano, obtemos dois
nimeros. Nao colocando o algarismo 0 na frente dos nove primeiros dias do més nem
dos nove primeiros meses do ano e sabendo que um desses nimeros é o séxtuplo do
outro, qual é a data de nascimento do amigo mais velho?

Operacao em uma fragcao — Que nimero se deve somar aos dois termos de uma
fragao para se obter o inverso dessa mesma fragao?

O numero 119 — O ntimero 119 tem as propriedades seguintes:

a divisao por 2 deixa resto 1;

(a
(b

a divisao por 3 deixa resto 2;

d

)
)
(c) a divisao por 4 deixa resto 3;
(d) a divisao por 5 deixa resto 4;
)

(e) a divisao por 6 deixa resto 5.
Quantos inteiros positivos menores que 2007 satisfazem essas propriedades?

Fonte com trés torneiras — Silvia vai encher seus 10 garrafoes numa fonte que tem
trés torneiras. Um dos garrafoes demora um minuto para encher, outro dois minutos,
outro trés minutos e assim por diante. Como Silvia devera distribuir os 10 garrafoes
pelas trés torneiras de modo a gastar o menor tempo possivel? Qual é esse tempo?

A sequéncia xyz — Quais sao os valores provaveis de x,y e z na sequéncia

7'1" y? Z?

DO | =
oo | ot
i~ o
ool

A mesa circular — Ja existem N pessoas sentadas em volta de uma mesa circular
com 60 cadeiras. Qual é o menor valor possivel para N se a proxima pessoa a se sentar
vai ter que se sentar ao lado de alguém?

. . . x ~ , .
Nimeros proporcionais — Se — = —, entao 9y? ¢ igual a:
y oz

(a) %; (b) 23z (c) 3% (d) x?2%; (e) =x?z%
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127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.

Esportistas de uma escola — Em um grupo de 40 estudantes, 20 jogam futebol, 19
jogam volei e 15 jogam exatamente um desses dois esportes. Quantos estudantes nao
praticam nem futebol nem volei?

@) 7 M5 (13 (A9 (o) 10

Vamos ao teatro — Na campanha “Vamos ao teatro”, 5 ingressos podem ser adqui-
ridos pelo prego usual de 3 ingressos. Mario comprou 5 ingressos nessa campanha. A
economia que Mario fez representa que percentual sobre o pre¢o usual dos ingressos?

() 20%  (b) 33 %% () 0%  (d) 60%  (c) 66 %%

1
Uma desigualdade — Os valores de = que satisfazem ] > 1 sao dados por:

(a) = < 2; (b) = > 1, (c) I1<x<2; (d) =z <1, (e) =z >2.

A sala do Professor Newton — O professor Newton dividiu seus alunos em grupos
de 4 e sobraram 2. Ele dividiu seus alunos em grupos de 5 e um aluno ficou de fora.
Se 15 alunos sao mulheres e tem mais mulheres do que homens, o nimero de alunos
homens é:

(a) 73 (b) 8 (c) 9 (d) 10; () 1L

Um jardim retangular — Na figura, o retangulo ABC'D D F A
representa um terreno retangular cuja largura mede 3/5 do
comprimento. O retangulo ABEF representa um jardim re-
tangular cuja largura também mede 3/5 do comprimento.

Qual é a razao entre a area do jardim e a area total do terreno?

(@) 30%  (b) 36%  (c) 40%  (d) 45%  (e) 50%

Numeros decrescentes — Escreva em ordem decrescente os nimeros

143 1y -1
5 —2/3 —2

3. 3723 32 (—) (—) .
V3 3) © 3

Os bombons misturados — Marta e Carmem ganharam, cada uma, muitos bombons.
Elas misturaram todos os bombons e, agora, nao sabem mais qual foi o ntimero de
bombons que cada uma ganhou. Vamos ajudé-las a descobrir esses niimeros? Sabe-se
que:

(a) juntas, elas ganharam 200 bombons;

(b) Marta se lembra que ganhou menos do que 100 bombons, mas mais do que 4/5
do que ganhou Carmem; e

(c) o ntmero de bombons que cada uma ganhou ¢ um multiplo de 8.

Jantar aos sabado — Trés casais jantam todo sébado num mesmo restaurante, sempre
& mesma mesa. A mesa é redonda e os casais combinaram que
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135.

136.

137.

138.

139.

140.

(a) jamais marido e mulher sentam & mesa como vizinhos; e

(b) a disposigao dos seis a mesa ¢ diferente a cada sabado.

Desconsiderando rotagoes nas disposi¢oes a mesa, durante quantos sidbados esses trés
casais poderao ir a esse restaurante sem repetir sua disposicao a mesa?

4
Ezxpressao com radicais — O valor de (\/1 +V1+V1 ) é:
() VZEVE (1) 743V (0 1+2vVE (@) 3 (o) 3+42V2

Possiveis tridngulos — Os lados de um triangulo tém comprimentos a,a+2 e a+ 5,
sendo a > 0. Determine todos os possiveis valores de a.

/—0,001 x /400 _ 4/0,036 — /0,4 5
J025 0.4

Uma diferenca — O valor de

A Terra — A superficie do globo terrestre consiste em 70% de agua e 30% de terra.
Dois quintos da terra sao desertos ou cobertos por gelo e um terco da terra é pastagem,
floresta ou montanha; o resto da terra é cultivado. Qual é o percentual da superficie
total do globo terrestre que é cultivada?

Uma fracao — Na figura dada, determine o valor da fragao 4
A
Ac AN
\\
M \N
N\
\\
B——————¢

Cdculo de _dngulo — Na figura dada, a reta P() ¢ paralela a reta RS e TU =TV. Se
o angulo TWS mede 110°, o angulo QUV mede:
(a) 135°% (b) 130°; (c) 125°; (d) 115°; (e) 110°.

Q S

110°

o

~

o6
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141.

142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

Uma loja de brinquedos — Uma loja estava vendendo cada unidade de um brinquedo
a R$ 13,00. Para conseguir vender todo o seu estoque, que nao era superior a 100
unidades, a geréncia da loja resolveu baixar o pre¢o por um numero inteiro de reais,
obtendo R$ 781,00 por todo o estoque. Qual foi a redugao do prego, por unidade?

1
Fragao de fragcao — Qual o valor de 1 + 71?
1+ —7

14 =
Jr2

Poténcias de 3 — Se 3% = 2, quanto vale 272%7?

Aumento de preco — Se o preco de um produto passou de 5,00 para 5,55 reais, qual
foi o percentual do aumento?

Roseiras em fila — Jorge ganhou 15 roseiras para seu jardim e quer planta-las em
6 filas de 5 roseiras cada uma. Isso é possivel? Em caso afirmativo, faca um desenho
indicando como Jorge pode plantar suas roseiras.

Calculadora diferente — Uma fabrica produziu uma calculadora original que efetua
duas operacoes,

(a) a adigao usual, denotada por + e

(b) uma operacao denotada por ®.
Sabemos que, para todo numero natural a, valem
(i) a®a=a e (i) a®0=2a
e, para quaisquer quatro nimeros naturais a, b, c e d, vale
(i) (a®b)+(c®d)=(a+c)®(b+d).

Quais s@o os resultados das operagdes (24 3) ® (04 3) e 1024 ® 487

Dois quadrados — Na figura dada, o lado do quadrado maior mede
10 cm e o lado do menor mede 4 cm. As diagonais do quadrado
maior contém as diagonais do quadrado menor. Quanto mede a
area da regiao tracejada?

Paralelismo — Sendo o segmento [L paralelo ao seg-
mento KU e o segmento RE paralelo ao segmento N/, Eo
determine o valor da fracao

FN x FU X U L
FRx FL
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149. Um subconjunto — O conjunto {1,2,3,...,3000} contém um subconjunto de 2000
elementos em que nenhum elemento é o dobro do outro?

150. Triéngulos retdngulos — Determine os valores de
v,w,x,y e z na figura dada, em que ja estao marcados
trés angulos retos e os comprimentos de trés segmentos.

151. Uma desigualdade especial — Que valores de z satisfazem x? < |x| + 27

(a) r<—louxz>1 (b) z>1 (¢) 2<zx<2 (d z<-2 () <0

152. Sapo Cururu — Cururu é um sapo estranho, que se desloca apenas com dois tipos de
saltos, o de

Tipo I: 10 cm para o Leste e 30 cm para o Norte e o de;
Tipo II: 20 cm para Oeste e 40 cm para o Sul.

<——=a
20 cm
(0
30 cm 40 cm
10 cm 8 )
Tipo I Tipo 1T

(a) Como Cururu faz para chegar a um ponto situado a 190 cm para o Leste e
950 cm para o Norte de sua casa?

(b) E possivel Cururu chegar a um ponto situado a 180 cm para o Leste e 950 cm
para o Norte de sua casa?

153. Dzistribuindo algarismos em linhas — Joana escreveu uma sequéncia em 10 linhas
usando os algarismos de 0 a 9, seguindo o padrao seguinte.

W N = O
W N =
w N O
W =

Qual foi o algarismo mais usado? Quantas vezes esse algarismo foi utilizado?

154. Serd que existe? — Existe algum ntmero inteiro N tal que valha

2008 x N =222...27

58 OBMEP 2010



Nivel 2

155.

156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

1 1
Conferindo uma destigualdade — Sera verdade que — + — + = < — 7

43 53 63 12
Parte inteira — A parte inteira de um numero real x é o maior inteiro que é menor

do que ou igual a z. Denotamos a parte inteira de z por [z]. Por exemplo, [2,9] = 2,
[0,88] =0 e [—1,7] = —2.

Calcule as partes inteiras seguintes.

() [Vi2] () ﬁii??ﬂ (c) [—%] (d) [V-111]

Soma nove — Quantos nimeros inteiros entre 10 e 999 tém a soma de seus algarismos
igual a 97

Retdngulos — As medidas dos lados de um retangulo s@ao ntumeros pares. Quantos
retangulos desses existem com &rea igual a 967

Numero de retas — Sabemos que dois pontos distintos determinam uma * - * - *
tnica reta. Quantas retas sao determinadas por dois quaisquer dos nove 4 - 4 - »

pontos marcados no quadriculado dado? £ i 3

Cubo — Pedro quer pintar uma caixa de formato ctbico de tal maneira que as faces que
tenham uma aresta em comum sejam pintadas em cores diferentes. Calcule o nimero
minimo de cores que serao necessarias para pintar a caixa dessa maneira.

Area — Um lote retangular foi divido em quatro terrenos,
todos retangulares. As éareas de trés deles estao dadas na
figura, em km?2. Qual é a area do lote?

27 18

72

Inteiro mais proximo — Determine o ntimero inteiro mais proximo de

()19+19 (b>85+43+29+15 © 1172
Y1573 2 2" YT 2753

Brincando com numeros impares — Beatriz adora nimeros impares. Quantos
nameros entre 0 e 1000 ela pode escrever usando apenas algarismos impares?

Agua no jarro — Jodo e Maria tém, cada um, um jarro grande com um litro de agua.
No primeiro dia, Joao coloca 1 ml da dgua do seu jarro no jarro da Maria. No segundo
dia, Maria coloca 2 ml da agua do seu jarro no jarro do Joao. No terceiro dia, Joao
coloca 3 ml da agua do seu jarro no jarro da Maria, e assim por diante. Depois de 200
dias, quantos mililitros de agua tem no jarro de Maria?
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166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

174.

. Formiga no cubo — Uma formiga parte de um vértice de um cubo, andando somente

ao longo das arestas, até voltar ao vértice inicial, nao passando duas vezes por nenhum
vértice. Qual é o passeio de maior comprimento que essa formiga pode fazer?

Promog¢ao — Em uma promoc¢ao, Joana comprou blusas por R$ 15,00 cada uma e
calcas por R$ 17,00 cada uma, gastando, ao todo, R$ 143,00. Quantas blusas e calgas
Joana comprou?

Soma de cubos — Se x +y =1¢ 22+ y? = 2, calcule 23 + 1>

O revezamento em uma corrida — Numa competicao de revezamento, em que
cada equipe tem dois atletas, cada atleta corre 21 km e o segundo atleta s6 inicia a
corrida quando o primeiro atleta termina a sua parte e lhe passa o bastao. O recorde
dessa competicao é de 2 horas e 48 minutos. Na equipe de Joao e Carlos, Joao inicia
a corrida e corre a sua parte com uma velocidade de 12 km/h. Para bater o recorde,
qual deve ser a velocidade de Carlos?

Produtos consecutivos — Divida os nameros 2, 3, 5, 7, 11, 13 e 17 em dois grupos
de tal forma que, multiplicando todos os nimeros de um grupo e todos do outro,
encontremos nimeros consecutivos.

Distraindo na fila — Vivi, Tania e Rosa estao em fila, nao necessariamente nessa
ordem, e gritam sucessivamente, cada uma, um multiplo de 3.

3 6 9
12 15 18

Vivi foi a primeira a gritar um nimero maior que 2003 e Rosa a primeira a gritar um
numero de quatro algarismos. Quem gritou o numero 6667 E o 8887

Numero e o dobro — Um ntimero menor do que 200 é formado por trés algarismos
diferentes e o dobro desse nimero também tem todos os algarismos diferentes. Ainda,
o nimero e seu dobro nao tém algarismos em comum. Qual é esse nimero? Quantas
solugoes tém esse problema?

Invertendo os algarismos — Entre 10 e 99, quantos nimeros existem tais que,
invertendo a ordem de seus algarismos, obtemos um niimero maior do que o nimero
original?

Razao entre segmentos — Na figura, O é o centro do semicir- R
culo de diametro PQ, R é um ponto sobre o semicirculo e RM

é perpendicular a PQ. Se a medida do arco PAR ¢ o dobro da
medida do arco R(Q), qual é a razao entre PM e MQ?

P 0O M Q

Tridngulos — Quantos triangulos existem que tenham um perimetro de 15 unidades
e lados medindo nimeros inteiros?
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175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

183.

184.

Niumero interessante — O ntimero 119 é muito interessante porque deixa resto 1 ao
ser dividido por 2, deixa resto 2 ao ser dividido por 3, deixa resto 3 ao ser dividido por
4, deixa resto 4 ao ser dividido por 5 e, finalmente, deixa resto 5 ao ser dividido por 6.
Existem outros nimeros de trés algarismos com essas propriedades?

Time vencedor — Um time de futebol ganhou 60% das 45 partidas ja disputadas.
Qual é o namero minimo de partidas que esse time ainda precisa vencer para atingir
uma porcentagem de 75% de vitorias?

Brincando com dados — Dois dados sao lancados. Qual é a probabilidade de o
produto dos nimeros obtidos nos dois dados ser divisivel por 67

Contando solugoes — Quantos sdo os pares de ntumeros inteiros positivos (x,y) tais
que
ry
r+y

= 1447

Circulos tangentes — Os vértices de um tridngulo cujos lados medem 3, 4 e 5 cm,
sao centros de trés circulos que sao dois a dois tangentes exteriormente. Qual é a soma
das areas desses trés circulos?

Grupo de amigos — Joao, Jorge, José e Janio sao bons amigos. Certa vez, Joao
estava sem dinheiro, mas seus amigos tinham algum. Entao Jorge deu a Joao um
quinto de seu dinheiro, José deu um quarto de seu dinheiro e Janio deu um terco de
seu dinheiro. Se todos eles deram a mesma quantidade de dinheiro para Joao, que
fracao do dinheiro do grupo ficou com Joao?

Um trapézio — A figura dada representa um trapézio ABC'D
em que AB é paralelo a C'D e as diagonais AC' e BD cortam-se
no ponto P. Se as areas dos triangulos AAPB ¢ ACPD medem
4 e 9 cm?, respectivamente, qual é a area do triangulo APCB?

D C

Vista ruim — Numa classe, 40% dos alunos nao enxergam bem. Desses, 70% usam
oculos e os 30% restantes usam lentes de contato. Sabendo que 21 alunos usam 6culos,
quantos alunos tem nessa classe?

Idade média da populacao de Campo Verde — A razao entre o niimero de homens
e o de mulheres na cidade de Campo Verde é de 2/3. A idade média dos homens é
37 anos e a das mulheres é 42 anos. Qual ¢ a idade média dos habitantes de Campo

Verde?

B
Area de triangulo — Se AC =1 cme AD =4
cm, qual é a relagao entre as areas dos triangulos
NABC e ACBD?
A C D
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185.

186.

187.

188.

189.

Construindo quadrados perfeitos — Observe as igualdades a seguir.

( 1x2x3x4+1 25 = 52
2x3x4xbh+1 = 121 = 112

10x11x12x13+1 = 17.161 = 1312

Sera que isso é sempre verdadeiro? Isto é, serd sempre um quadrado perfeito o produto
de quatro ntimeros inteiros consecutivos, mais 17

Feira de Ciéncias — Na Feira de Ciéncias ‘ FEIRA DE CIENCIAS ‘
de uma escola, observou-se que metade dos
alunos do ensino fundamental e um quarto
dos alunos do ensino médio presentes nesse
evento compraram um adesivo cada.

Prego dos Adesivos (unidade)
R$0,30 | alunos do ensino fundamental
R$ 0,50 alunos do ensino médio

Notou-se também que o nimero de alunos do ensino médio presentes que nao com-
praram adesivos foi o dobro do ntimero de alunos do ensino fundamental que nao
compraram adesivos. Sabendo-se que foram arrecadados R$ 38,00 na venda de adesi-
vos para os alunos desses dois niveis, quantos alunos de cada nivel participaram da
feira?

Par perfeito — Dizemos que dois niimeros naturais formam um par perfeito quando
a soma e o produto desses dois nimeros sao quadrados perfeitos. Por exemplo, 5 e 20
formam um par perfeito, pois 5 + 20 = 25 = 5% e 5 x 20 = 100 = 10%. Sera que 122
forma um par perfeito com algum outro ntimero natural?

Um trapézio — No trapézio da figura dada, AB é paralelo a DC, AD = AB = BC =
1 cm e DC = 2 cm. Quanto mede o angulo DAC?

30° A B

Mistério das bolas — Henrique tém duas urnas. A primeira urna contém somente
bolas pretas e a segunda somente bolas brancas. Henrique retirou um certo niimero de
bolas da primeira urna e as colocou na segunda. Em seguida, retirou o mesmo ntmero
de bolas da segunda urna e as colocou na primeira. Depois disso, o naumero de bolas
brancas na primeira urna é maior do que, menor do que ou igual ao niimero de bolas
pretas na segunda urna?
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190.

191.

192.

193.

194.

195.

196.

197.

198.

Contando a palavra BRASIL — Quantas vezes apa-
rece a palavra BRASIL na figura dada? So6 vale ler a pala-
vra emendando letras que estao escritas em quadradinhos
adjacentes.

| —| v2| p>| 0| T

»| p>| | W
—| 02| | | T

B
R
A

B
B[R

Quais sao os niumeros? — Descubra quais sao os numeros inteiros positivos x e y
que satisfazem a equagao z* = y* + 71.

No jogo — Aldo, Bernardo e Carlos jogam baralho. No inicio, a quantia em dinheiro
que eles tinham, na ordem Aldo : Bernardo : Carlos, estava na proporc¢ao 7 : 6 : 5.
No final do jogo, na mesma ordem, a proporcao era de 6 : 5 : 4. Se um dos jogadores
ganhou 12 reais, qual foi a quantidade de dinheiro com que ficou cada jogador, no final
da partida?

Um numero inteiro — Mostre que M = \3/ V5 42— {’/ /5 — 2 & um namero inteiro.

Area de tridngulos — A area do quadrado ABC'D mede 300 cm?. r

Na figura, M é o ponto médio de DC e o ponto F' pertence a reta
que passa por B e C. D o

(a) Qual é a area do triangulo AABF?
(b) Qual é area do triangulo AAF D?

Um quadriculado — Observe que o retangulo quadriculado na fi-
gura ao lado ¢é constituido de 31 segmentos e compreende doze qua-
drados.

Numa folha retangular de 21 por 29,7 cm, quadriculada com quadrados de lados me-
dindo 0,5 cm, Rosa desenhou um grande retangulo quadriculado, constituido de 1997
segmentos. Quantos quadrados tem esse retangulo?

Inteiros de quatro algarismos — Determine o valor do namero natural a, sabendo

4 .
que 4a? e 3 x a® sao ntmeros inteiros de quatro algarismos.

Pares positivos — Quantos pares (x,y) de inteiros positivos sao solugoes da equagao
3x + by = 5017

Diferenca de quadrados — A diferenca dos quadrados de dois numeros inteiros
consecutivos é 2 000.

Os dois inteiros sao menores do que 100.

(a
(b

)

) Os dois inteiros sao menores do que 1000, porém maiores do que 99.
(c) Os dois inteiros sdo menores do que 10000, porém maiores do que 999.

)

(d) Os dois inteiros sdo menores do que 100 000, porém maiores do que 9999.
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199.

200.

201.

202.

203.

204.

(e) Nao existem esses dois ntimeros.

Cdlculo de dngulos — Calcule o valor do angulo x em cada uma das figuras a seguir,
sabendo que os segmentos AB e ED sao paralelos.

25° 160°

55° 150°

Tabela — Na tabela ao lado, com seis colunas e diversas 1123456
linhas, estao escritos, ordenadamente, os nameros 1, 2, 71819 |10]11]12
3,4, ... Qual é a posicao do ntimero 1000 nessa tabela? | 13 | 14

Entre 1 e 2 — Encontre todos os inteiros positivos a e b tais que a/5 e b/7 sejam
menores do que 1 e valha a condicao

a b
1< =-4+=<2.
5+7

Triatlon — Maria esta planejando participar do Triatlon-Brasil que consta de 800 m
de nado, seguido de 20 km de bicicleta e, finalmente, 4 km de corrida. Maria corre a
uma velocidade constante que € o triplo da velocidade com que nada e pedala 2,5 vezes
mais rapido do que corre. Para terminar a prova em, no méaximo, 1 hora e 20 minutos,
qual deve ser sua velocidade minima em cada uma das trés modalidades?

Foto de formatura — O diretor de certa escola decidiu tirar uma foto dos formandos
de 2008. Ele colocou os alunos em filas paralelas, todas com o mesmo nimero de alunos,
mas essa disposi¢ao era muito larga para o campo de visao de sua maquina fotogréfica.
Para resolver esse problema, o diretor resolveu tirar um aluno por fila, colocando-os
numa nova fila. Essa disposi¢ao nao agradou o diretor porque a nova fila tinha quatro
alunos a menos do que as outras. Ele decide, entao, tirar mais um aluno de cada fila
original, colocando-os na nova fila recém criada, e constata que, agora, todas as filas
ficaram com o mesmo numero de alunos e finalmente tira sua foto. Quantos alunos
apareceram na foto?

Circunferéncias tangentes — Desenhe duas circunferéncias de mesmo centro, uma
de raio medindo 1 c¢m e a outra de raio medindo 3 cm. Na regiao exterior a circunfe-
réncia de 1 cm de raio e interior a de 3 cm de raio, desenhe circunferéncias que sejam,
simultaneamente, tangentes as duas circunferéncias, como mostrado na figura dada.
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205.

206.

207.

208.

209.

210.

211.

(a) Qual deve ser o raio dessas circunferéncias?

(b) Qual é o nimero méximo dessas circunferéncias que podem
ser desenhadas, sem que elas se sobreponham?

Festa na escola — Para a festa de aniversario da escola, Ana, Pedro, Miriam e Fabio
levaram um total de 90 docinhos. A professora deles observou que

e se Ana tivesse levado dois docinhos a mais;
e se Pedro tivesse levado dois docinhos a menos;
e se Miriam tivesse levado o dobro e

e se Fabio tivesse levado a metade,

os quatro amigos teriam levado todos o mesmo niimero de docinhos. Quantos docinhos
levou cada um dos amigos?

Inflagao — Marcia estd numa loja comprando um gravador que ela queria ha muito
tempo. Quando o caixa registra o preco ela exclama: “Nao € possivel, vocé deve ter
registrado o numero ao contrdrio e trocou a ordem de dois algarismos, pois lembro que,
na semana passada, custava menos do que 50 reais!” Responde o caixa: Sinto muito,
mas ontem todos 0s nossos artigos foram aumentados em 20%. Qual & o novo prego
desse gravador?

Gatos no condominio — Num certo condominio moram 29 familias, cada uma das
quais possui ou um, ou trés, ou cinco gatos. O nimero de familias que possuem apenas
um gato é o mesmo que o de familias que possuem cinco gatos. Quantos gatos tem
nesse condominio?

Soma constante — Preencha as cinco casas em branco da tabela 3 x 3 1 9
dada com os ntimeros de 3 a 8, sem repeti-los, de modo que as somas dos 9
quatro ntimeros escritos nas quatro subtabelas formadas por quadrados
2 X 2 seja sempre a mesma.

Qual é o nimero? — Na adicao ao lado, letras iguais representam o

mesmo algarismo e letras diferentes, algarismos diferentes. Encontre o 4 g g g g
nimero ABC D FE. CDE
DFE
E
AAAAA
Proporg¢ao triangular — Num triangulo AABC, o ponto F A
esta sobre o lado AC' e F'C = 2AF. Se G ¢ o ponto médio do I3
segmento BF' e E o ponto de intersecao da reta passando por
A e G com o segmento BC, calcule a razao EC'/BE.

Numeros primos entre si — Encontre todos os pares de inteiros positivos (z,y) tais

x
que x < Y, T € y sao primos entre si e 2 OOO(— + y) seja um numero inteiro impar.
y T
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212.

213.

214.

215.

216.

217.

218.

219.

Fique atento — Determine todas as solugoes da equacao /z =z — 2.

Solugoes inteiras — Determine todos os niimeros inteiros = e y tais que

No ponto de 6mibus — Um certo nimero de meninos e meninas aguardam pelo
onibus. No primeiro 6nibus que passa no ponto em que se encontram, embarcam
somente quinze meninas e ficam dois meninos para cada menina no ponto de 6nibus.
No segundo 6nibus que passa, embarcam somente 45 meninos e ficam cinco meninas
para cada menino no ponto de 6nibus. Determine o nimero de meninos e meninas que
estavam no ponto antes de passar o primeiro énibus.

Contorno circular — A figura a seguir é formada por quatro circulos tangentes de raio
a. Determine o comprimento do contorno externo, que esta com o tracado destacado.

@0

Um quadrildtero especial — Dois lados consecutivos de um quadrilatero medem 10 e
15 em. Se cada diagonal divide o quadrilatero em duas regides de mesma area, calcule
seu perimetro.

Numero curioso — O numero 81 tem a seguinte propriedade: ele é divisivel pela
soma de seus algarismos, 84+1=9. Quantos numeros de dois algarismos cumprem essa
propriedade?

Numero premiado — Um ntimero de seis algarismos é “premiado” se a soma de seus
primeiros trés algarismos for igual & soma de seus trés tltimos algarismos. Por exemplo,
342531 ¢é premiado, pois 3+4+2=5+3+ 1.

(a) Quais sdo o maior e o menor nimero premiado com seis algarismos distintos?
(b) Mostre que a soma de todos os nimeros premiados com seis algarismos distintos

¢ divisivel por 13.

Altura versus lado — Seja AABC um triangulo tal que a altura relativa ao lado BC'
nao é menor do que o lado BC' e a altura relativa ao lado AB nao é menor do que o
lado AB. Determine as medidas dos angulos deste triangulo.
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220.

221.

222.

223.

224.

225.

226.

227.

Fragoes egipcias — Determine todos os nimeros inteiros positivos distintos z e y tais
que

1 1 2

x + y 7
Tabuleiro de xadrez — De quantas maneiras podemos colocar dois bispos de mesma
cor num tabuleiro de xadrez em filas, colunas e casas de cores distintas?

Quem é menor? — Sem usar calculadora, decida qual dentre os ntimeros 33'2, 63'°
e 127% é o menor.

Brincando com nimeros — A soma 1 + 1 + 4 dos algarismos do ntimero 114 di-
vide o proprio nimero. Qual é o maior nimero menor do que 900 que satisfaz essa
propriedade?

Cortando papéis — No inicio de uma brincadeira, André tinha sete pedagos de papel.
Na primeira rodada da brincadeira, ele pegou alguns destes pedacos e cortou cada um
deles em sete pedacos, que foram misturados aos pedacos de papel que nao foram cor-
tados nessa rodada. Na segunda rodada, ele novamente pegou alguns pedagos e cortou
cada um deles em sete pedacos, que foram misturados aos demais papéis. Continuando
dessa maneira, ao final de alguma rodada, André podera ter exatamente 2 009 pedagos
de papel?

Um trapézio especial — A base AD de um trapézio ABCD mede 30 cm. Supo-
nhamos que exista um ponto E na base AD tal que os triangulos AABE, ABCE e
ACDE tenham perimetros iguais. Determine o comprimento de BC.

Uma estrela — Na estrela ABCDFE da figura dada, sabe-se que GBF =20°e GHI =
130°. Qual é o valor do angulo JEI?

Numero palindromo — Um ntimero é dito palindromo se sua leitura da direita para
a esquerda for igual & da esquerda para a direita. Por exemplo, os ntumeros 23432
e 18781 sao palindromos. Quantos nimeros palindromos de quatro algarismos sao
divisiveis por 9?7
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228. Multiplicacao com letras — Na operacao dada, as letras a,b e ¢ representam alga-

229.

230.

231.

rismos distintos e diferentes de 1. Determine os valores de a,b e c.

abb
X c

bebl

Numeros sortudos — Digamos que um nimero é sortudo se a soma de seus algarismos
for divisivel por sete. Por exemplo, 7, 25 e 849 sao ntimeros sortudos. Os dois menores
numeros sortudos sao 7 e 16.

(a) Encontre oito numeros consecutivos, dos quais dois sdo nameros sortudos.
(b) Encontre doze ntimeros consecutivos, tais que nenhum seja sortudo.
(c) Mostre que qualquer sequéncia de treze nimeros consecutivos contém, pelo menos,

um nimero sortudo.

Uma sequéncia espectal — Na sequéncia 1, 3, 2, ... cada termo depois dos dois
primeiros ¢ igual ao termo precedente, subtraido do termo que o precede, ou seja,

sen > 2, entao a, = a,_1 — a,_2. Qual é a soma dos cem primeiros termos dessa
sequéncia?

Triangulos e dngulos... — Determine os angulos a e § dados na figura.
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1. Usando velas — Uma cidade ainda nao tem iluminacao elétrica, portanto, nas casas
usam-se velas a noite. Na casa de Joao, usa-se uma vela por noite, sem queimé-la
totalmente, e com quatro desses tocos de velas, Joao fabrica uma nova vela. Durante
quantas noites Joao podera iluminar sua casa dispondo de 43 velas?

(a) 43 (b) 53 (¢) 56  (d) 57  (e) 60

2. Rodas e bandeiras — Juliano encaixou duas rodas dentadas
iguais, cada uma com uma bandeirinha igual desenhada, como
mostra a figura.

Entao ele girou a roda da esquerda um pouco. Qual das alternativas abaixo pode
representar a posicao final das rodas?

(a) .. (b) .. (c) ..
(d) . (e) ..

3. Numero de latas — Uma fabrica embala latas de palmito em caixas de papelao de
formato ctibico de 20 cm de lado. Em cada caixa sao colocadas 8 latas e as caixas
sao colocadas, sem deixar espacos vazios, em caixotes de madeira de 80 cm de largura
por 120 cm de comprimento e 60 cm de altura. Qual é o nimero maximo de latas de
palmito em cada caixote?

(a) 576 (b) 4608  (c) 2304  (d) 720  (e) 144

n

4. Qual ¢ a menor fracao? — Quantas fracdes da forma sao menores do que

n—+
7/9, sabendo que n é um numero inteiro positivo?

@ 1 ()2 (3 (4 ()35

5. Pistas de corrida — Um atleta corre 5000 m por semana em uma quadra de esportes,
que tem uma pista curta e outra longa. Em uma certa semana, ele treinou seis dias,
sendo que a cada dia correu uma vez na pista longa e duas na pista curta. Na semana
seguinte, ele treinou sete dias, sendo que a cada dia correu uma vez em cada pista.
Podemos, entao, afirmar que:

(a) a pista longa ¢ 500 m mais longa do que a curta;
(b) a pista longa é quatro vezes maior do que a curta;

(c) a pista longa é cinco vezes maior do que a curta;
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6.

10.

(d) a pista longa é 600 m mais longa do que a curta;

(e) a pista longa é trés vezes maior do que a curta.
Brincos e brincos — Numa certa povoacao africana vivem 800 mulheres, 3% das
quais usam apenas um brinco. Das demais, a metade usa dois brincos e a outra

metade, nenhum. Qual é o nimero total de brincos usados por todas as mulheres
dessa povoagao?

(a) 776 (b) 788  (c) 800  (d) 812  (e) 824

Perguntas e respostas — Ana, Bento e Lucas participam de um concurso que consta
de 20 perguntas, com as regras seguintes.

e Cada resposta certa vale 5 pontos.
e Cada resposta errada acarreta a perda de 3 pontos.

e Cada resposta em branco acarreta a perda de 2 pontos.

certas | erradas | em branco
Ana 12 3 5
Bento 13 7 0
Lucas 12 4 4

Usando os resultados do concurso da tabela e escrevendo os nomes dos trés em ordem
decrescente de classificagao no concurso, obtemos:

(a) Ana, Bento, Lucas; (c¢) Ana, Lucas, Bento; (e) Bento, Ana, Lucas.
(b) Lucas, Bento, Ana; (d) Lucas, Ana, Bento;
Qual € a carga? — O limite de peso que um caminhao pode transportar corresponde

a b0 sacos de areia ou a 400 tijolos. Se esse caminhao ja carrega 32 sacos de areia,
quantos tijolos, no maximo, ele ainda pode carregar?

(a) 132 (b) 144 (c) 146 (d) 148 (e) 152
Quanto mede a cerca? — Uma cerca reta de arame tem 12 postes igualmente

espacgados. A distancia entre o terceiro e o sexto poste é de 3,3 m. Qual é o comprimento
da cerca, em metros?

(a) 84  (b) 121 () 99  (d) 132  (e) 9,075

1
Dizima periddica — Sabendo que 0,333. .. = 3 qual é a fracao irredutivel equivalente
a0,1333...7
1 1 1 2 1333
il b) — il d) = el
@ O ©Wg @ © g
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11.

12.

13.

14.

15.

Valor absoluto — O wvalor absoluto |a| de um namero a qualquer é definido por

a se a > 0,
laj]=<¢ 0 sea=0,
—a sea<0.
Por exemplo, 6| =6,| — 4] =4 e [0] = 0. Quanto vale N = |5+ |3 — 8| — | — 4|7
(a) 4 (b) —4 (c) 14 (d) —14 (e) 6

O peso das frutas — Marcos quer pesar, numa balanga de dois pratos, uma banana,
uma maga e um mamao. Em cada uma das figuras dadas, a balanga esté em equilibrio,
isto é, os contetidos que estao no prato da direita tém o mesmo peso que os que estao
no prato da esquerda. Em duas das trés pesagens foi utilizado um peso de 200 gramas.
Podemos afirmar que as trés frutas tém um peso total, em gramas, de

(a) 250;  (b) 300; () 350;  (d) 400;  (e) 450.

Maratona — André treina para a maratona dando voltas em torno de uma pista
circular com 100 m de raio. Para percorrer 42 km, o ntimero de voltas que André
precisa dar esta entre:

(a) 1e10; (b) 10e50; (c) 50 e 100; (d) 100 e 500; (e) 500 e 1000.

Dobrando papel — Uma folha quadrada foi dobrada duas vezes ao longo de suas
diagonais, obtendo-se um tridngulo. Em seguida, foi feito um corte reto na folha
dobrada, paralelo ao lado maior desse triangulo, passando pelos pontos médios dos
outros lados, conforme a ilustragao dada.

Desdobrando a folha, obteve-se um buraco quadrado no meio da folha. A area do
buraco corresponde a qual fragao da area de toda a folha quadrada original?

By Mg ©> @5 ©;

Encontre o nimero — Qual é o menor nimero inteiro positivo N tal que N/3, N/4,
N/5,N/6 e N/7 sejam todos ntimeros inteiros?

(a) 420  (b) 350  (c) 210  (d) 300  (e) 280
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17.

18.

19.

20.

21.

. Equagao quadrdtica — Se 3 e 1/3 sdo as raizes da equagio ax® — 6x + ¢ = 0, qual é

o valor de a + ¢?

Cubo — Os vértices de um cubo sao numerados de 1 a 8, de tal modo que uma das
faces tem os vértices {1,2,6, 7} e as outras cinco tém os vértices {1,4, 6,8}, {1,2,5,8},
{2,3,5,7},{3,4,6,7} e {3,4,5,8}. Qual é o nimero do vértice que estad mais distante
do vértice de namero 67

@1 (b3 (@4 (@5 (7

Time de basquete — O grafico dado mostra o ni-
mero de pontos que os oito jogadores de basquete 10
do time da escola marcaram no altimo jogo.

Qual é o nimero total de pontos marcados pelo
time?

(a) 54 (b) 8 (c) 12 (d) 58 (e) 46 =

Jogadores

Nimero de Pontos

Ramon
Bernardo
Pedro

T

O caminho da formiguinha — Uma formiguinha vai caminhar de A até C, podendo
passar apenas uma vez pelo ponto B e usando somente os caminhos indicados na figura.

B
T

Qual é o numero de maneiras diferentes que ela pode escolher para caminhar de A até

c?

Operacao "¢ — Dados dois ntimeros reais a e b, considere a " b = a? — ab+ b%. Quanto
vale 1« 07

@1 (o ()2 @ -2 () —1

nimeros de alunos

Indo para a escola — O diagrama de barras mostra 100
a distribuicao dos alunos de uma escola de acordo com B revcs o 20 mi
o tempo que gastam no trajeto de casa para a escola. [ Me20as0mn
As fracoes de minuto foram desconsideradas; por exem- 50l do 41 2 60 min
plo, se um aluno gasta 40 minutos e 15 segundos neste
trajeto, considera-se que o tempo gasto é de 40 minutos.

mais de 60 min

Responda as perguntas seguintes justificando sua resposta.

(a) Quantos alunos gastam menos do que 20 minutos para chegar a escola?

(b) Quantos alunos tem esta escola?
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(¢) Quantos alunos gastam mais do que 40 minutos para chegar a escola?

(d) E verdade que a maioria dos alunos gasta mais do que 20 minutos para chegar &
escola?

22. Campeonato de futebol — No tiltimo campeonato de futebol do bairro em que moro
participaram seis equipes, denominadas A, B,C, D, FE e F. Cada equipe disputou, com
cada uma das outras, exatamente uma partida. A tabela de classificacao do campeo-
nato é fornecida a seguir, sendo V é o namero de vitorias, E o nimero de empates, D
o numero de derrotas, GP o nimero de gols marcados e GC o niimero de gols sofridos
para cada equipe.

(a) Quantas partidas foram disputadas? qulpe Z ]f ]3 GESP G'QC
(b) A tabela estd incompleta. Determine a B STil192l 6 G
quantidade de vitérias da equipe F, a C 01312 5 6
quantidade de derrotas da equipe D e a D 111y 3 G
quantidade de gols marcados pela equipe E 0114 1 5
F, representados na tabela por x,y e z. o 1110 o 3
23. Poste elétrico — Uma companhia de eletricidade ins-
talou um poste num terreno plano. Para fixar bem o
poste, foram presos cabos no poste, a uma altura de 1,4 . .
metros do solo e a 2 metros de distancia do poste, sendo = o
que um dos cabos mede 2,5 metros, conforme a figura.
2m

Um professor de Matemaética, apds analisar estas medidas, afirmou que o poste nao esta
perpendicular ao solo. Vocé acha que o professor esté certo? Justifique sua resposta.

24. Equacgoes reciprocas — Briot (matemético inglés, que viveu de 1817 a 1882) e Ruffini
(matemético italiano, que viveu de 1765 a 1822) desenvolveram métodos para encontrar
solugoes para as equacoes chamadas reciprocas. Nesta questao, vocé vai desenvolver,
passo a passo, a esséncia desses métodos. O item (a) é uma preparac¢ao para os demais
itens.

1 1 1
a) Se y = x + —, calcule as expressoes z2 + — e z° + — em termos de y.
2 3
x x x
5 1
b) Determine todas as raizes reais da equacao 22 — 5z +8 — — + — = 0.
( 2
r
c¢) Determine todas as raizes reais de z* — 52° + 822 — 5z + 1 = 0.
()
(d) Determine todas as rafzes reais de 2% — 22° — 5z% + 1223 — 52° — 2z + 1 = 0.
25. Atirando flechas — Manoel testa sua pontaria langando cinco flechas que atingiram o

alvo nos pontos A, B,C, D e E, de coordenadas A = (1,—1), B = (2,5;1), C = (—1,4),
D=(-4,-4)e E=(6,5).
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

X S
A tabela mostra quantos pontos se ganha quando 'ggg zz:z:

a flecha acerta um ponto dentro de cada uma das l 100 pontos
N .~ 3 s
trés regioes, conforme mostra a figura. i psen

(a) Marque os pontos A, B,C,D e E.

(b) Quantas flechas ele acertou no interior do me- ] L
nor circulo? abcissa

A ordenada

| | | |

(c¢) Ao todo, quantos pontos Manoel fez? — —

[T & 1TT]

Festa de aniversdrio — A festa de aniversario de André tem menos do que 120
convidados. Para o jantar, ele pode dividir os convidados em mesas completas de seis
pessoas ou em mesas completas de sete pessoas. Em ambos os casos, sao necessarias
mais do que 10 mesas e todos os convidados ficam em alguma mesa. Quantos sao os
convidados?

Medida do cateto — Na figura dada, ABCD é um retan- 4 b
gulo e AABE e ACDEF sao triangulos retangulos. A area
do triangulo AABE ¢ 150 cm? e os segmentos AE e DF me- 15 r
dem, respectivamente, 15 e 24 cm. Qual é o comprimento do 524
segmento C'F'?

D C

Sequéncia de Peri — Usando apenas os digitos 1, 2, 3, 4 e 5, Peri construiu a
sequéncia

1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2, ...,

comecando com um 1, seguido de dois 2, trés 3, quatro 4, cinco 5, seis 1, sete 2, e assim
por diante. Qual é o centésimo termo dessa sequéncia?

Area em azulejo — A figura dada foi montada com 12 azu- ~d —
lejos quadrados de lados iguais a 10 cm. Qual é a area da
regiao destacada? _~ |

Os cartoes de Capitu — Capitu tem cem cartoes numerados de 1 a 100. Todos
cartoes tém uma face amarela e a outra vermelha e o ntimero de cada cartao esté
escrito em ambas as faces. Os cartoes foram colocados sobre uma mesa, todos com a
face vermelha voltada para cima. Capitu virou todos os cartoes de nimero par e depois
todos os cartoes de ntiimero multiplo de 3, colocando-os com a face amarela voltada
para cima. Quantos cartoes ficaram com a face vermelha para cima?

Enchendo o tanque — Para encher de agua um i
tanque em forma de um bloco retangular de 3 m de |
comprimento, 50 cm de largura e 0,36 m de altura, L
um homem utiliza um balde cilindrico, de 30 cm de  3¢°™
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

diametro em sua base e 48 cm de altura, para pegar 4gua numa
fonte. Cada vez que ele vai a fonte, ele enche 4/5 do balde e -
no caminho derrama 10% do seu conteudo. Estando o tanque
inicialmente vazio, quantas viagens a fonte o homem tera de

fazer para que a dgua no tanque chegue a 3/4 de sua altura? Hem

Fator primo — Qual é o maior fator primo de 20067

Altura de saldrio — Entre 1986 e 1989, a moeda do nosso pais era o cruzado (Cz$).
De 14 para c4, tivemos o cruzado novo, o cruzeiro, o cruzeiro novo e, hoje, temos o real.
Para comparar valores do tempo do cruzado e de hoje, os economistas calcularam que
1 real equivale a 2750000000 cruzados. Imagine que a moeda nao tivesse mudado e
que Joao, que ganha hoje 640 reais por més, tivesse que receber seu salario em notas
de 1 cruzado, somente. Se uma pilha de cem notas de 1 cruzado mede 1,5 cm de altura,
qual seria a altura (em quilémetros) do salario do Joao?

(a) 264 (b) 264 (c) 26400 (d) 264000 (e) 2640000

S0 bala — Ha 1002 balas de banana e 1002 balas de ma¢a numa caixa. Lara tira, sem
olhar o sabor, duas balas da caixa. Se g é a probabilidade de as duas balas serem de
sabores diferentes e p é a probabilidade de as duas balas serem do mesmo sabor, qual
é o valor de ¢ — p?

1 1 2 1

(a) 0 (b) 2004 (c) 2003 (d) 2003

Distdncia ao centro — Um ponto P estd no centro de um quadrado de 10 cm de
lado. Quantos pontos da borda do quadrado estao a uma distancia de 6 cm de P?

@ 1 (b2 (¢4 (d6 ()38

Poténcias e poténcias — Se 2(22’“) = 4% + 64, qual é o valor de z?

Um raio de luz — Dois espelhos formam um angulo de 30° no ponto V. Um raio
de luz parte de um ponto S paralelamente a um dos espelhos e é refletido pelo outro
espelho no ponto A, como mostra a figura.

Depois de uma certa quantidade de reflexoes, o raio retorna o) A
a S. Se AS e AV medem, ambos, 1 metro, qual é o compri-
mento (em metros) do trajeto percorrido pelo raio de luz? 30NV

(a) 2 (b)) 2+v3 () 1+v2+v3  (d) V21+Vv3) () 5V3
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40.

41.

42.

43.

44.

. Escada de numero — Na figura, o nimero 8 foi obtido somando- 12

. Diferenca de quadrados — Determine o valor de (666 666 666)? — (333 333 333)2.

se os dois numeros diretamente abaixo de sua casa. Fazendo-se
o mesmo para preencher as casas em branco, obtém-se o 42 na
casa indicada. Qual é o valor de x7

@ 7 ()3 (5 (d4 ()6

3

Diferenca de poténcias — Seja n = 9867. Se vocé calculasse n® — n?, qual seria o

algarismo das unidades encontrado?

Pardbola girada — O grafico da parabola y = 2% — 52 + 9 é rodado de 180° em torno
da origem. Qual é a equacao da nova parabola?

(a) y=a2+5z+9 (¢c) y=—a2+52—9 (€) y=—a>—5z—9
(b) y=2a"~52-9 (d) y=—a®—52+9

Logotipo — A figura mostra a marca de uma empresa, formada por
dois circulos concéntricos e outros quatro circulos de mesmo raio, cada
um deles tangente a dois dos outros e aos dois circulos concéntricos.
O raio do circulo menor mede 1 cm. Qual é, em centimetros, o raio
do circulo maior?

Padeiro cansado — Um padeiro quer gastar toda sua farinha para fazer paes. Traba-
lhando sozinho, ele conseguiria acabar com a farinha em 6 horas. Com um ajudante, o
mesmo poderia ser feito em 2 horas. O padeiro comecou a trabalhar sozinho e, depois
de algum tempo, cansado, ele chamou seu ajudante e assim, ap6s 150 minutos a farinha
acabou. Durante quantos minutos o padeiro trabalhou sozinho?

(a) 30 (b) 35  (c) 40  (d) 45  (e) 50

Musitas diagonais — Calcule o niimero de diagonais de um prisma hexagonal reto,
como o da figura a esquerda. Calcule o ntiimero de diagonais do poliedro obtido a
partir de um cubo pelo corte de seus oito vértices, como o da figura & direita. (Esse
poliedro é muito utilizado na fabricacao de dados, pois o corte préoximo a cada um de
seus vértices “arredonda” o dado e facilita a sua rolagem.)
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

Promocgao de sabonete — Uma loja de sabonetes realiza uma promocao com o anin-
cio “Compre um e leve outro pela metade do preco.” Qual seria uma outra promocao
que a loja poderia fazer oferecendo o mesmo desconto percentual?

(a) “Leve dois e pague um” (d) “Leve trés e pague um”
(b) “Leve trés e pague dois” (e) “Leve quatro e pague trés”

(c) “Leve cinco e pague quatro”

Qual € o dngulo? — Na figura, os dois tridngulos AABC e ADFEF sao equilateros.
Qual é o valor do angulo x?

(a) 30°
(b) 40°
(c) 50°
(d) 60°
(e) 70°

Caixa de papelao — A figura mostra um pedago de papelao que seréd dobrado e
colado ao longo das bordas para formar uma caixa retangular. Os angulos nos cantos
do papelao sdo todos retos. Qual seré o volume, em cm?, da caixa?

( ) 1500 € 15cm >

N _

(b) 3000 T .
(c) 4500 e £
(d) 6000 S g
(e) 12000 l

Soma de wvizinhos — Numa sequéncia, cada termo, a partir do terceiro, é a soma
dos dois termos imediatamente anteriores. Se o segundo termo é 1 e o quinto termo é
2005, qual é o sexto termo?

(a) 3002  (b) 3008  (c) 3010  (d) 4002 () 5004

Algarismos crescentes — Quantos niimeros entre 10 e 13000, quando lidos da es-
querda para a direita, sao formados por algarismos consecutivos e em ordem crescente?
Por exemplo, 456 ¢ um desses niimeros, mas 7 890 nao é.

@) 10 () 13 (o) 18  (d) 22 (e) 25

Bloco girante — Num bloco de 1 x 2 x 3 centimetros, marcamos trés faces com as
letras X, Y e Z, como na figura. O bloco é colocado sobre um tabuleiro de 8 x 8
cm com a face X virada para baixo, em contato com o tabuleiro, conforme mostra a
figura. Giramos o bloco de 90° em torno de uma de suas arestas de modo que a face Y
fique virada para baixo (isto é, totalmente em contato com o tabuleiro). Em seguida,
giramos novamente o bloco de 90° em torno de uma de suas arestas, mas desta vez de
modo que a face Z fique virada para baixo.
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55.

96.

Giramos o bloco mais trés vezes de 90° em torno de
uma de suas arestas, fazendo com que as faces X, Y e Z
fiquem viradas para baixo, nessa ordem. Quantos qua-
dradinhos diferentes do tabuleiro estiveram em contato
com o bloco?

@) 18 (b)) 19 ()20  (d)21  (e)22

Iterando um ponto — A funcao f é dada pela tabela

F@) (41352

Por exemplo, f(2) =1 e f(4) = 5. Quanto vale f(f(f(f(...f(4)...))))?
2004 vezes

Esmeralda e o 21 — Esmeralda escreveu em ordem crescente todos os ntmeros de 1
a 999, sem separa-los, formando o niimero

12345678910111213...997998999.

Quantas vezes aparece o agrupamento ‘21”7, nessa ordem?

1 1 1 1
Mustos fatores — Qual é o valor do produto (1 — Z) (1 — —) (1 — —) e (1 )?

9 16 225
10 5 3 8 1
(a) 195 (b) 9 (c) 5 (d) 15 (e) 120
Falta um dngulo — Quanto mede, em graus, o angulo a da
figura?

@) 20 (b) 25 () 30  (d) 35 () 40

50° 40°

Soma de distdncias — Da figura, concluimos que |z — x| + |w — z| ¢ igual a

T Y A w

-1 0 3,7 9,3

Espiral do Artur — Artur quer desenhar uma “espiral” de 4
metros de comprimento, formada de segmentos de reta. Ele
ja tragou sete segmentos, como mostra a figura. Quantos
segmentos ainda faltam tracar?

()28 (b)30 ()24 ()32 (e) 36
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Quais sao os dngulos? — A figura mostra um retangulo
e suas duas diagonais. Qual é a afirmativa correta a respeito
dos angulos z e y indicados na figura? T

(a) <y (¢) 2x =3y (e) =3y
b) v=y () =2y

Raiz menor — Qual é a menor das raizes da equacio 2(x — 3v/5)(x — 5v/3) = 0?

Comparando dreas — Seja v a soma das areas das regioes
pertencentes unicamente aos trés discos pequenos na figura
(em cinza claro) e seja w a area da regiao interior pertencente
unicamente ao maior disco (em cinza escuro). Os didmetros
dos circulos sao 6, 4, 4 e 2. Qual das igualdades dadas é
verdadeira?

(a) 3v=mw (c) v=w (e) Tv=w

(b) 3v=2w (d) mv=3w

Menor raiz — Qual é a menor raiz da equacao

—~
ol
~—
FSQ
—
)
~
DN o

()

0)

(o)

Toalha redonda — Uma mesa quadrada tem 1 metro de lado. Qual é o menor didametro
(em metros) de uma toalha redonda que cubra completamente o tampo da mesa?

(@) 1 (b)) 15 ()2 () v2 (e V3

Solugoes reais — Qual é o conjunto formado por todos os valores reais positivos de
x tais que (z — 1)(x — 2)(z — 3) < 07

@) (1,2) () (1,3) (¢ 0,HU(E3) () 0,3 (¢ (0,2)

Cossenos crescentes — Num triangulo retangulo, definimos o cosseno de um angulo
cateto adjacente

agudo « por cosa =

hipotenusa
B
O tridngulo retangulo da figura tem cateto OA = 1.
Escreva, em ordem crescente, os cossenos dos angulos N
de 25°, 41° e 58°. {70 "
e
0 25° L1,

1

Central teleféonica — Os ramais de uma central teleféonica tém apenas 2 algarismos,
de 00 a 99. Nem todos os ramais estao em uso. Trocando a ordem de dois algarismos
de um ramal em uso, ou se obtém o mesmo niimero ou um nimero de um ramal que
nao esta em uso. Qual é o maior nimero possivel de ramais em uso?

(a) Menos do que 45 (c) Entre 45 e 55 (e) 55
(b) 45 (d) Mais do que 55
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Hordrio de aviao — Um o6nibus, um trem e um aviao partem no mesmo horario
da cidade A para a cidade B. Se eu tomar o 6nibus, cuja velocidade média é de 100
km /h, chegarei a cidade B as 20 horas. Se eu tomar o trem, cuja velocidade média é de
300 km/h, chegarei & cidade B as 14 horas. Qual sera o horario de chegada do avido
se sua velocidade média for de 900 km /h?

Discos de papelao — Para fabricar nove discos de papelao circulares para o Carnaval
usam-se folhas quadradas de 10 cm de lado, como indicado na figura. Qual é a area
(em c¢cm?) do papel nao aproveitado?

(a) 25
(b) 22,5
(c) 21,5
(d) 21
(e) 22

Afirmacgoes absolutas — Determine quais sao as afirmagoes verdadeiras.
(a) | —108] > 100 (¢) | —6al = 6]al (e) |a*+5|=a*+5
(b) 2=9/=9-2  (d) [5-13]=[5]—[13|

Fracao radical — Se ﬁ =5, quanto é :1:2+ Y9
)

5 25
(@ 5 ) 3VZ (0 18y () = (o) 13
Area de tridgngulo — A figura mostra um_retangulo
KGST e um triangulo AKGR. Os angulos KRT e RGS T it S
saoiguais. Se TR =6 e RS = 2, qual é a area do triangulo
AKGR?

(a) 12 (b) 16 (c) 8/2 (d) 83 (e) 14 % .

Pares de inteiros — Quantos sao os pares diferentes de inteiros positivos (a, b) tais

que a +b <100 e b:13?

71. Qual é a soma? —Sexz+|z|+y=5ex+|y|—y =06, qual é o valor da soma z+y?
9
(a) —1 (b) 11 (c) s (d) 1 (e) —11
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Circulo intermedidrio — Na figura, os trés circulos sao
concéntricos, e a drea do menor circulo coincide com a éarea
do maior anel, destacado em cinza. O raio do menor circulo
¢ 5 cm e do maior 13 cm. Qual é o raio (em cm) do circulo
intermediario?

(a) 12 (c) 10v/65  (e) 122
(b) 11 (d) 5V3

Fracoes incompletas — Encontre os algarismos que estao faltando em cada um dos
espagos marcados com tragos.

Triangulos tmpossiveis — Quais dessas figuras estao erradas?

Razao de dreas — Se um arco de 60° num circulo I tem o mesmo comprimento que

um arco de 45° num circulo II, encontre a razao entre a area do circulo I e a area do
circulo II.

16 9 4

a) — b) — c) =

@5 0 (©3

—~
o
SN~—
>~ w
—
@
SN~—
Nej) oy

Inequacgao errada — Sendo z > 0,y > 0,x > y e z # 0, encontre a tnica desigualdade
falsa.

(a) +2z>y+=z (c) zz>yz (e) z2? > yz?
z Y
(b) x—2z>y—=z (d) 2

Equacoes geométricas — Resolva as equagoes dadas geometricamente, ou seja, in-
terpretando o valor absoluto |a — b| como a distancia entre a e b.

(a) |z —5|=2 (c) Bx—=7]=9
(b) |[z+3|=1 (d) |z+2| =]z -5

Pista circular — A pista de um autédromo tem 20 km de comprimento e forma
circular, conforme figura.
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Os pontos marcados na pista sdo A, que é o ponto de par-
tida; B, que dista 5 km de A no sentido do percurso; C,
que dista 3 km de B no sentido do percurso; D, que dista

4 km de C no sentido do percurso; e E, que dista 5 km

de D no sentido do percurso. Um carro que parte de A e 4
para apoés percorrer 367 km estara mais proximo de qual
dos cinco pontos?

(&) A~ () B (9 C (dD (e E

Mazior comprimento — No diagrama dado, todos os quadradi-

nhos tém 1 cm de lado. Qual dos segmentos dados é o de maior T T o0 T
comprimento? I ]
(a) AFE
(by CD+CF
(c) AC+CF [(BLL_IC
(@ FD [ =
(e) AC+CE AI1TTTTF

Desigualdade entre inteiros — Quantos dentre os nimeros —5, —4, —3, —2, —1,0,
1,2, 3 satisfazem a desigualdade —3z2 < —147

@ 1 ()2 (3 (4 ()35
Equacdo cibica — Sobre a equacao 20072 + 200622 4+ 2005z = 0, o certo é afirmar
que:

(a) ndo possui raizes; (d) tem apenas uma raiz real;

(b) tem trés raizes reais distintas; (e) tem trés raizes positivas.

(c) tem duas raizes iguais;

O perfume de Rosa — Rosa ganhou um vidro de perfume com o formato de um
cilindro com 7 cm de raio da base e 10 cm de altura. Depois de duas semanas usando
o perfume, restaram 0,45 litros no vidro. Qual é a fracao que representa o volume que
Rosa ja usou?

Igualdade com inteiros — Quais numeros naturais m e n satisfazem a equagao
2"+ 1 =m??

O caminho da pulga — Para percorrer um caminho reto de 10 metros de compri-
mento, uma pulga usa a seguinte estratégia: a cada dia, ela percorre a metade do
caminho que falta. Assim, ela percorre 5 metros no primeiro dia, 2,5 metros no se-
gundo, e assim por diante (o tamanho da pulga pode ser desconsiderado).

(a) Quantos metros ela tera percorrido ao final do sétimo dia? E do décimo?

(b) A partir de qual dia a pulga estara a menos de 0,001 m do final do caminho?
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Uma soma alternada — Se S, =1 —-2+3—4+5—6+---+ (=1)""n para cada
inteiro positivo n, entao Sigg + S1g93 € igual a

(@) =2, (b) =L () 0;  (d) 1, (e 2.

O raio da circunferéncia — Um arco de circunferéncia mede 300° e o seu compri-
mento é de 2 km. Qual é o niimero inteiro mais proximo da medida do raio do circulo,
em metros?

(a) 157  (b) 284  (c) 382  (d) 628  (e) 764

Quatro passageiros — Em um taxi, um passageiro pode se sentar na frente e trés
passageiros atras. De quantas maneiras podem se sentar quatro passageiros de um taxi
se um desses passageiros quiser ficar na janela?

Os cinco circulos — Cinco discos de mesmo raio estao dispostos
como mostra a figura. Quatro centros sao os vértices de um qua-
drado e trés estao alinhados. Trace uma reta que divida a figura
formada pelos cinco discos em duas partes de mesma area.

O tridngulo e o quadrado — Na figura dada, ABC'D é um qua-
drado cujo lado mede 1 cm, E é o ponto médio da diagonal BD e FN\ E
F é o ponto médio do segmento BE. Qual é a area do triangulo

ANCBF? A D

Uma refeicao — Um sanduiche e um prato de refeicdo custam R$ 5,00 e
R$ 7,00, respectivamente. De quantas maneiras pode-se comprar s6 sanduiches, s6
pratos de refeicao ou alguma combinacao de sanduiches e pratos de refeicao com
R$ 90,00, sem deixar troco?

Plano cartesiano — O ponto P = (a,b) estd marcado
na figura ao lado. Marque os pontos:

Soma dos terminados em 9 — A soma S,, =9+19+29+ 39+ ---+ a, denota a
soma dos primeiros n nimeros naturais terminados em 9. Qual é o menor valor de n
para que S, seja maior do que 10°?

Trés cilindros — Trés cilindros de volumes Vi, V5 e V3 tém alturas e raios das bases
iguais a 10 e 10 cm, 10 e 5 cm e 20 e 5 cm.
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<

(a) Escreva em ordem crescente os volumes Vi, V5 e V3 dos trés cilindros.
(b) Dé as dimensoes de um cilindro cujo volume V} esteja entre V5 e V.

(c) Deé as dimensoes de um cilindro cujo volume Vj esteja entre Vi e V.

Porcentagem de mortalidade — Se 15% dos membros de uma popula¢ao foram
afetados por uma doenga e 8% dos afetados morreram, a porcentagem da mortalidade
em relacao a populacao inteira foi de:

(a) 1,2% ; (b) 1,8% ; (c) 8% ; (d) 12% ; (e) 23% .

Agenda de aulas — Eliane quer escolher o seu horério para a natacao. Ela quer ir
a duas aulas por semana, uma de manha e outra de tarde, nao sendo no mesmo dia,
nem em dias seguidos. De manha, ha aulas de natagao de segunda-feira a sabado, as
9h, as 10h e as 11h e de tarde, de segunda a sexta-feira, as 17h e as 18h. De quantas

maneiras distintas pode Eliane escolher o seu horario?

Jogo de cartas — Um grupo de amigos disputa um jogo no qual 16 cartas (sendo
quatro ases, quatro reis, quatro damas e quatro valetes) estao inicialmente dispostas
em quatro pilhas de quatro cartas. O jogo consiste em mover sucessivamente a carta
superior de uma pilha e coloca-la sobre uma outra pilha, até obter quatro novas pilhas,
em que na primeira pilha s6 tenha ases, na segunda, s6 valetes, na terceira s6 damas
e na quarta pilha so reis. Ganha o jogo quem fizer o menor nimero de movimentos.
Com quantos movimentos sempre é possivel terminar o jogo? Na figura dada, aparece
a disposicao inicial das cartas nas pilhas.

pilha 1 pilha 2 pilha 3 pilha 4

rei de © dama de Q rei de [J valete de &
dama de [ 4s de OJ valete de © reli de &
valete de [J 4s de © dama de & as de &

as de & valete de & || dama de & rei de &

Fracoes inteiras — Quantos nimeros inteiros positivos n existem tais que o quociente
2n? + 4n + 18

seja um inteiro?
n+3

Quatro prefeitos e um circulo — Quatro prefeitos decidem construir uma rodovia
circular que passe dentro dos limites de suas cidades. Como as quatro cidades nao estao
sobre um mesmo circulo, os prefeitos contratam uma empresa para elaborar um projeto

84

OBMEP 2010



Nivel 3

para a construcao de uma rodovia circular equidistante das quatro cidades. Qual é o
maior nimero de projetos geograficamente distintos que a empresa pode elaborar?

99. Fatoriats — Se n é um numero inteiro positivo, denotamos por n! o produto de
todos os inteiros de 1 a n. Por exemplo, 5! = 1 x 2 x 3 x4 x5 = 120 e 13! =
1x2x3x4x5x---x12x 13. Por convengao, escrevemos 0! = 1! = 1. Encontre trés
numeros inteiros a, b e ¢ entre 0 e 9, que sejam distintos e tais que o nimero de trés
algarismos a b c seja igual a a! + b! + c!.

100. O Riquinho — Riquinho distribuiu 1000,00 reais entre os seus amigos Antonio, Ber-
nardo e Carlos da seguinte maneira: deu, sucessivamente, 1 real ao Antonio, 2 reais
ao Bernardo, 3 reais ao Carlos, 4 reais ao Antonio, 5 reais ao Bernardo etc. Qual foi a
quantia recebida por Bernardo?

101. Retdngulo com dimensoes inteiras — As diagonais de um retangulo medem
V1993 cm. Quais sao as dimensoes do retangulo, sabendo que elas sao ntimeros intei-
ros?

102. Muiltiplos de 3 e quadrados perfeitos — Escreve-se em ordem crescente os multiplos
de 3 que, somados com 1, sejam quadrados perfeitos, ou seja, 3, 15, 24, 48, .... Qual
¢ o miltiplo de 3 na 20062 posicao?

103. Cinco cartas — Cinco cartas estao sobre uma mesa, e cada uma tem um ntmero numa,
face e uma letra na outra. Simone deve decidir se a seguinte frase é verdadeira: “Se
uma carta tem uma vogal numa face, entao ela tem um numero par na outra.” Qual é
o menor numero de cartas que ela precisa virar para tomar uma decisao correta?

21 (3| (M| Al |E

104. O lucro de uma companhia — Uma companhia tem um lucro de 6% nos primeiros
R$ 1000,00 reais de venda diaria e de 5% em todas as vendas que excedam
R$ 1000,00 reais, nesse mesmo dia. Qual é o lucro dessa companhia, em reais, num
dia em que as vendas alcancam R$ 6 000,00 reais?

(a) 250  (b) 300  (c) 310  (d) 320  (e) 360

105. Sequéncia triangular — Encontre o 212 termo da sequéncia que comeca assim:

1; 243 44+54+6; T+8+9+10; 114+ 12+ 13+ 14+ 15;. ..
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O jardim octogonal — A figura mostra a planta de um
jardim de uma cidade, feita num papel quadriculado. O
jardim tem a forma de um poligono de oito lados com
uma roseira quadrada no centro, cercada de grama. A
area total do jardim é de 700 m?. Para colocar uma cerca

em volta do jardim e da roseira, o prefeito dispoe de, no
maximo, R$ 650,00.

roseira

Qual é o maior prego que o prefeito podera pagar pelo
metro dessa cerca?

Numero de caracteres — Numa folha de papel cabem 100 caracteres na largura e
100 na altura. Nessa folha sao escritos sucessivamente os ntmeros 1, 2, 3, e assim por
diante, com um espaco entre cada um e o seguinte. Se no final de uma linha nao houver
espago para escrever o niimero seguinte, ele é escrito no comego da linha seguinte. Qual
é o ultimo numero escrito na folha?

A drvore de Emilia — A arvore de Emilia cresce de acordo com
a seguinte regra: apos duas semanas do aparecimento de um galho,
esse galho produz um novo galho a cada semana e o galho original
continua crescendo. Depois de cinco semanas, a arvore tem cinco
galhos, como mostra a figura. Quantos galhos, incluindo o galho
principal, a arvore tera no final de oito semanas?

/

Um teste vocacional — Foi aplicado um teste vocacional em 1000 alunos de uma
escola. A tabela a seguir apresenta os resultados, por area de estudo e sexo.

Exatas

Humanas

Biologicas

Masculino

232

116

207

Feminino

112

153

180

Se um aluno for escolhido ao acaso, determine a probabilidade desse aluno ser:

(a) da area de exatas;
(b) da area de humanas, sendo do sexo masculino;

(c) do sexo feminino, sendo da area de biologicas.

Dois setores circulares — A édrea do circulo da figura mede
20 cm?. Se AOB = 60° e COD = 30°, quanto mede a area da
regiao do circulo que esté destacada?
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118.

Compra de televisores — Maria encomendou um certo nimero de televisores para
o estoque de uma grande loja, pagando R$ 1994,00 por televisor. Ela reparou que,
no total a pagar, nao aparece o algarismo 0, nem o 7, nem o 8 e nem o 9. Qual foi o
menor namero de televisores que ela pode ter encomendado?

Distdncia entre nimeros — Considere os nameros reais a, b, ¢ e d representados em
uma reta, conforme mostra a figura. Determine quais das afirmacoes sao verdadeiras
e quais sao falsas.

A
S0
o 4
Lot
an]
—_
[\
w

(@) lal<4 () la|>l (5) la=bl<4 () lb—cl <2
) bl<2 () ld<ld M) la=b>3 (@& [pb—c>3
(© ld<2 () la<ld () Je—d<l (0 le—a>1

Cartoes premiados — Uma loja distribui 9999 cartoes entre os seus clientes. Cada
um dos cartoes possui um numero de quatro algarismos, entre 0001 e 9999. Um cartao
¢é premiado se a soma dos primeiros dois algarismos for igual & soma dos dois tltimos;
por exemplo, o cartao 0743 é premiado. Prove que a soma dos nimeros de todos os
cartoes premiados é divisivel por 101.

O preco da gasolina — Encher o tanque de gasolina de um carro pequeno custava,
em valores atualizados, R$ 29,90 em 1972 e R$ 149,70 em 1992. Qual dos valores
abaixo melhor aproxima o percentual de aumento do preco da gasolina nesse periodo
de 20 anos?

(@) 20%  (b) 125%  (c) 300% () 400%  (e) 500%

O tridngulo de moedas — Um menino tentou alinhar 480 moedas em forma de um
tridngulo, com uma moeda na primeira linha, duas moedas na segunda linha, e assim
por diante. Ao final da tentativa, sobraram 15 moedas. Quantas linhas tem esse
triangulo?

Circunferéncia e tridngulo retdngulo — Inscreve-se uma circunferéncia num tri-
angulo retangulo. O ponto de tangéncia divide a hipotenusa em dois segmentos que
medem 6 e 7 cm. Calcule a area desse triangulo.

1 1
Soma de razao % —Se S, = 5 + 5 4+ on’ qual é o menor nimero inteiro positivo
n tal que S, > 0,997

Soma de raizes quadradas

2 _
(a) Ser:\/ﬁ—i—\/g,mostreque\/gzr 5 5.

(b) Se s =+/215 + /300, mostre que s* > 1015.
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124.
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. Duas rodas — Na figura dada, a roda A gira a 1200 voltas por

minuto e a roda B a 1500 voltas por minuto. Calcule os raios dessas f
duas rodas.

Dois divisores — O ntimero 2% — 1 ¢ divisivel por dois nimeros compreendidos entre

60 e 70. Quais sao esses nimeros?

(a) 61 e 63 (b) 61 e 65 (c) 63 €65 (d) 63e67 (e) 67 ¢ 69

Rede de estagoes — Um servico de vigilancia vai ser instalado num parque na forma
de uma rede de estagoes. As estacoes devem ser conectadas por linhas de telefone, de
modo que qualquer uma das estagdes possa se comunicar com todas as outras, seja por
uma conexao direta, seja por meio de, no maximo, uma outra estacao.

Cada estacao pode ser conectada diretamente por um cabo a, no ma-
ximo, trés outras estacoes. O diagrama mostra um exemplo de uma
rede desse tipo, conectando sete estagoes. Qual é o maior nimero de
estagoes que podem ser conectadas dessa maneira?

Bolas brancas e pretas — Uma caixa tem exatamente cem bolas pretas e cem bolas
brancas. Repetidamente, trés bolas sao retiradas da caixa e substituidas por outras
bolas, que estao em um saco, da maneira seguinte.

BOLINHAS REMOVIDAS SUBSTITUIDAS POR
3 pretas =— 1 preta
2 pretas e 1 branca = 1 preta e 1 branca
1 preta e 2 brancas = 2 brancas
3 brancas = 1 preta e 1 branca

Qual pode ser o contetido da caixa depois de seguidas aplicagoes desse procedimento?

(a) 2pretas (b) 2brancas (c) 1preta (d) 1pretaelbranca (e) 1 branca.

O cubo — Alice tem uma folha de cartolina de 60 por 25 cm. Ela quer cortar a
folha para montar um cubo, com arestas medindo um nimero inteiro de centimetros.
Permitindo cortes mas nao permitindo superposicao, qual é o cubo de maior volume
que ela pode construir?

Um quadrado e um tridngulo — Na figura, ABC'D é X
um quadrado, cuja area mede 7/32 da area do triangulo A B
XY Z. Qual é a razao entre XA e XY?

Y- D c A

A urna — Uma urna tem seis bolas numeradas de 1 a 6. Se duas bolas sao extraidas,
qual é a probabilidade de a diferenca entre os nimeros dessas duas bolas ser igual a 17
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126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

Soma das raizes de uma equacao — Determine a soma das raizes distintas da
equagao 2 + 3z +2 = |z + 1|.

Produto de trés nimeros — No diagrama dado, cada um dos 10 circulos representa
um algarismo. Preencha o diagrama com uma igualdade valida, colocando, em cada
circulo, um dos algarismos de 0 a 9 e utilizando cada algarismo uma tnica vez.

OxOO*O00=0000

yl
Area do tridngulo — Determine a area do tridngulo A=(1,2)
ABC mostrado na figura. ' B =(8,0)

C'= (1,-6)

Duas tabelas — As linhas da primeira tabela dada sao todas progressoes aritméticas
de uma mesma razao e as colunas dessa tabela sao todas progressoes aritméticas de
uma mesma razao. Na segunda tabela dada foi utilizada a mesma lei de formacao, mas
alguém apagou alguns ntimeros deixando apenas trés. Qual é o nimero que estava na
posicao indicada com %7

5 | 8 |11 |14 |17 39
12 15|18 |21 | 24
19 1 22| 25| 28 | 31 87
26 2932|3538 56
33 1361|3942 |45 *
A sequéncia abc — A lei de formagao da sequéncia 10, a, 30,b,c, ..., a partir de seu

terceiro termo, consiste em tomar o dobro da soma dos dois termos imediatamente
anteriores. Qual é o valor de ¢?

Perimetro e diagonal — O perimetro de um retangulo ABC'D mede 20 m. O menor
comprimento que pode ter a diagonal AC, em metros, é:

(a) 0; (b) /50; (c) 10; (d) +/200; (e) 20v/5.

As idades numa classe — Numa classe na escola, todos os alunos tém a mesma
idade, exceto sete deles que tém 1 ano a menos e dois deles que tém 2 anos a mais.
A soma das idades de todos os alunos dessa classe ¢ 330. Quantos alunos tem nessa
classe?
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134.

135.

136.

137.

138.

139.

. A mesa redonda — Uma mesa redonda tem 1,40 metros de diametro.

Para uma festa, a mesa é ampliada colocando-se trés /\
tabuas de 40 cm de largura cada uma, como mostra
a figura. Se cada pessoa a mesa deve dispor de um
espaco de 60 cm, quantos convidados poderao se sentar
a mesa? mesa fechada  mesa ampliada

Brincadeira com sete nimeros — Sete numeros inteiros positivos e consecutivos
estao escritos em ordem crescente numa mesma linha. Determine se é possivel colocar

entre esses numeros cinco sinais de “+”7 e s6 um de “=" de tal modo que resulte uma
igualdade.
Um terreno compartilhado — Trés amigas compraram um B A

terreno quadrado e querem reparti-lo em trés terrenos de mesma
area, conforme indicado na figura, pois no canto do terreno indi-
cado por A se encontra uma boa fonte de agua. A que distancia M
do vértice C' do terreno devem ficar os pontos de divisa M e N c
indicados na figura? N

As duas particulas — Duas particulas percorrem um caminho circular de 120 m
de comprimento. A velocidade de uma delas é 2 m/s maior do que a da outra e ela
completa cada volta num tempo que é 3 segundos inferior ao da outra. Qual é a
velocidade de cada particula?

Queda livre — Um corpo em queda livre demora onze segundos para tocar o solo. No
primeiro segundo ele percorre 4,9 m e, em cada segundo seguinte, a distancia percorrida
aumenta em 9.8 m. Qual a altura da queda e quantos metros ele percorreu no iltimo
segundo?

Um caminho triangular — Janete passeia por um caminho de forma triangular
ANABC, com o lado AB medindo 1992 m. Ela gasta 24 minutos para percorrer esse
lado AB e, depois, com a mesma velocidade, ela percorre o outro lado BC' seguido da
hipotenusa C'A em 2 horas e 46 minutos. Qual é o comprimento do lado BC?

O preco do feijao — A tabela e o grafico dados mostram a evolu¢ao do prego médio
de trés tipos A, B e C' de feijao na bolsa de alimentos durante os primeiros quatro
meses de um certo ano. Desses trés tipos, os que apresentaram, respectivamente, o
maior e o menor aumento percentual do preco nesse periodo sao:

(a) Ae B; (b) AeC; (¢) BelC, (d) Ce A; (e) CeB.
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R$

jan. fev. | mar. abr.
A || 65,67 | 83,33 | 96,67 | 103,33
B || 73,30 | 80,50 | 99,55 | 109,50
C || 64,50 | 71,57 | 89,55 | 100,00

140. Intersecao de tridngulos — Os trés triangulos da figura se cortam em 12 pontos
diferentes. Qual é o nimero maximo de pontos de intersecao de trés triangulos quais-

quer?

141. Comparar tridngulos — Na figura estao indicados B
os comprimentos de todos os segmentos. Demonstre 19
que AC' divide ao meio o angulo DAB. 19

A 27 D

142. Queima de velas — Dois tipos de vela tém o mesmo comprimento mas sao feitas
de material diferente. Uma delas queima completamente em trés horas e a outra em
quatro horas, ambas queimando com velocidade uniforme. Quantos minutos depois
das 13 horas devem ser acesas simultaneamente as duas velas para que, as 16 horas, o
comprimento de uma seja o dobro do da outra?

143. Uma distracao — Em vez de multiplicar certo nimero por 6, Jilia se distraiu e
dividiu o niimero por 6. O erro cometido por Julia foi de aproximadamente:

(a) 100% ; (b) 97% ; (c) 83% ; (d) 17% ; (e) 3% .

OBMEP 2010 91



Nivel 3

145.

146.

147.

148.

. Problema de nota — Um professor propoe 80 problemas a um aluno, informando que

lhe atribuird cinco pontos por problema resolvido corretamente e lhe descontara trés
pontos por problema nao resolvido ou resolvido incorretamente. No final, o aluno fica
com oito pontos. Quantos problemas ele resolveu corretamente?

Quadrados e tridngulos — Na figura dada, temos 16 pontos formando um reticulado
quadrado e duas retas, r e s, perpendiculares entre si.

e

(a) Quantos quadrados podemos construir, de tal maneira que seus vértices pertengam
ao reticulado, porém nenhum de seus lados seja paralelo, nem a reta r, nem a reta
s?

(b) Quantos tridngulos retangulos isdsceles podemos construir de tal maneira que seus
vértices pertencam ao reticulado, porém nenhum de seus lados seja paralelo, nem
a reta r, nem & reta s?

Cdlculo de dreas — Em cada uma das figuras a seguir tem-se um quadrado de lado
r. As regioes hachuradas em cada uma destas figuras sao limitadas por lados desse
quadrado ou por arcos de circulos de raio r de centros nos vértices do quadrado.

Calcule cada uma dessas areas em funcao de r.
(b)

Sequéncia de algarismos — Todos os niimeros naturais de 1 em diante foram escritos
consecutivamente, formando uma sequéncia de algarismos, como segue.

(a)

1234567891011121314151617181920212223 . . ..

Qual é o algarismo que aparece na posi¢ao de niimero 206 7887

Soma constante — Coloque os numeros 663, 664, 665, 666, 667, 668, 669, 670 e
671, sem repetir, numa tabela 3 x 3, de tal maneira que a soma em cada linha, em
cada coluna e em cada diagonal seja 2001. Caso isso nao seja possivel, justifique sua
resposta.
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149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

Contando os zeros — Quantos zeros existem no final do ntimero 92°°7 4 1?

Circulos dentro do quadrado — Dentro de um quadrado sao colocados circulos, dois
a dois disjuntos ou, entao, tangentes externamente. Se o lado do quadrado mede 1 cm,
serd possivel colocar tantos desses circulos de tal modo que a soma de seus raios, em
centimetros, seja maior do que 20087

Construindo um nimero — Encontre todos os nimeros de oito algarismos formados
somente com os algarismos 1, 2, 3 e 4, cada um deles duas vezes, tais que:

(a) exista um tunico algarismo entre os dois algarismos 1;
(b) existam dois algarismos entre os dois algarismos 2;
(c) existam trés algarismos entre os dois algarismos 3 e

(d) existam quatro algarismos entre os dois algarismos 4.

Numero na circunferéncia — Os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9 foram escritos
(numa ordem desconhecida) ao redor de uma circunferéncia. Lendo esses algarismos de
trés em trés no sentido horério, formam-se nove niimeros de trés algarismos. Determine
a soma desses nove nUmeros.

Cada peca em seu lugar — Cinco pecas de metal, confeccionadas, respectivamente,
de ouro, prata, bronze, platina e niquel, foram colocadas em cinco cofres, numerados
de 1 a 5. Cada cofre contém uma peca e o problema consiste em descobrir qual peca
estd em qual cofre. Na porta de cada cofre esta escrita uma informacao. Das cinco
informagoes, quatro sao falsas e a tinica que é verdadeira é a que aparece na porta do
cofre que contém a peca de ouro. As informagoes nas portas dos cofres sao as seguintes.

Cofre 1: O ouro esta no cofre 2 ou 3.
Cofre 2: A prata esta no cofre 1.
Cofre 3: O bronze nao esté aqui.

Cofre 4: O niquel estd no cofre cujo ntimero ¢ inferior, em uma unidade, ao que
contém o ouro.

Cofre 5: A platina estd no cofre cujo nimero é superior, em uma unidade, ao que
contém o bronze.

Soma de quadrados — Encontre trés nimeros, numa progressao aritmética de razao
2, tais que a soma de seus quadrados seja um nimero formado de quatro algarismos
iguais.

Adivinhe o nimero — Certo niimero deixa resto 1 quando dividido por 3, deixa resto
2 quando dividido por 4, deixa resto 3 quando dividido por 5 e deixa resto 4 quando
dividido por 6. Qual é o menor niimero inteiro positivo que satisfaz essas propriedades?

Um codigo — Na expressao abaixo, cada letra corresponde a um algarismo, sendo que
letras diferentes correspondem a algarismos diferentes. Determine esses algarismos.

6 x AOBMEP =7x MEPAOB
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158.

159.

160.

161.

162.

163.

. Calculando distdncias — O triangulo AABC é

equilatero, com lados medindo 3 c¢m, e o triangulo
ACBD é retangulo, com lados medindo 3, 4 e 5
cm, conforme a figura dada. Calcule a distancia
entre os pontos A e D.

Calculando lados de um tridngulo — O triangulo
AABC' é equilatero e o ponto P é tal que PA = 3 cm,
PB =4 cme PC =5 cm. Calcule o comprimento dos
lados do triangulo AABC.

A

Amigo oculto — Um grupo de cinco amigos decide brincar de amigo oculto, cada um
compra um presente para seu amigo oculto. Pelas regras do jogo, cada um dé exata-
mente um presente e recebe exatamente um presente. De quantas maneiras podem os
presentes ser distribuidos, de modo que ninguém dé presente para si mesmo?

Contando solugoes — Quantos sdo os pares de niumeros inteiros positivos (x,y) tais
que
ry
r+y

= 1447

Determinando uma sequéncia — Numa certa sequéncia de 80 numeros, qualquer
termo, salvo as duas extremidades, é igual ao produto de seus termos vizinhos. O
produto dos 40 primeiros termos da sequéncia é 8 e o produto de todos os termos
também ¢ 8. Determine os termos da sequéncia.

Construindo uma cerca — Carina estad desenhando a planta
de um jardim retangular que terd um de seus lados num muro
reto de pedras. Ela comprou 140 m de cerca, em pedacos de 1 m jardim
cada um, para cercar os outros trés lados. Ela nao pode cortar
esses pedacos e deve gastar todos eles.

(a) Se os dois lados vizinhos ao muro de pedra tém 40 m cada um, qual serd o
comprimento do terceiro lado?

(b) E possivel que o maior dos lados a ser cercado tenha 85 m? E 65 m? Justifique.

Um quadrildtero espectal — Os angulos ABC e CDA do T b

quadrilatero ABC'D da figura sao retos e os quatro lados do A
quadrilatero medem nimeros inteiros que sao todos distintos. 7 11
Se AD =7 e BC = 11, quanto medem os lados AB e C'D? y
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164. Trés quadrados — Dois quadrados, ABC'D com uma area de 30 cm? e FHIJ com
uma area de 20 cm?, tém seus lados AD e HI sobre uma reta, conforme a figura. Se
o ponto E do segmento AH for tal que BEFG é um quadrado, calcule a area desse

quadrado.

D A E H 1

165. Bolinha de gude — Trés amigos jogam uma partida de bolinha de gude, convencio-
nando que o perdedor de cada rodada dobra as bolinhas dos outros jogadores, ou seja,
ele da aos outros dois um nimero tal de bolinhas que eles fiquem com o dobro do que
tinham no inicio da rodada. O primeiro jogador perdeu a primeira rodada, o segundo
jogador a segunda, o terceiro a terceira e todos terminaram com 64 bolinhas cada um.
Com quantas bolinhas cada um dos trés amigos comecou essa partida?

166. Uma soma — Calcule o valor da soma

S=— 4l oy ! + !
1.2 2.3 3.4 2006-2007 © 2007 - 2008

167. Dobrando papel — Uma folha ABCD retangular com 1000 cm? de area foi dobrada
ao meio e, em seguida, desdobrada segundo M N, conforme a figura. Em seguida, foi
dobrada e desdobrada novamente, segundo MC' e, finalmente, dobrada e desdobrada
segundo a diagonal BD. Calcule a area do pedago de papel indicado na figura, que é

limitado pelos trés vincos.

=
-
_-
-
F Pl
_-
-
~
~
= ~
- N
- 1 ~
- ~
- I ~
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- 1 N
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168. Uma drea — No triangulo AABC, M ¢é o ponto médio do lado AC, D é um ponto do
lado BC), tal que AD é a bissetriz do angulo BAC', e P é o ponto de interse¢ao de AD
e BM. Sabendo que AB = 10 cm, AC' = 30 cm e a area do tridngulo AABC mede
100 cm?, calcule a area do triangulo AABP.

169. Ultimos algarismos — Quais sao os dois tltimos algarismos do namero

2008
——
8+ 88 + 888 4 ---+88---887
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171.

172.

173.

174.

175.

176.

. Idades multiplas — Quando Isabel nasceu, sua mae estava fazendo aniversario de 20

anos. Se Isabel e sua mae viverem mais 100 anos, quantas vezes terao sido multiplas
as idades das duas?

Blocos diferentes — Ana tem um cubo de 10 cm de lado. Ela cortou o cubo em
cubinhos de 1 cm de lado e, com esses cubinhos, ela brinca de formar outros blocos
retangulares, mas sem que sobrem cubinhos. Por exemplo, ela formou um bloco de
10 x 20 x 5. No total, quantos blocos diferentes ela pode construir com esses cubinhos,
sem que sobre nenhum?

20 cm

Quadro negro — Joana escreveu os nimeros de 1 a 10000 no quadro negro e, depois,
apagou todos os multiplos de 7 e 11. Qual foi o niimero que ficou na posi¢ao 20087

Conjunto sem multiplos — Qual é o maior numero possivel de elementos de um
subconjunto de {1,2,...,100} tal que nenhum de seus elementos seja um multiplo de
algum outro?

Brincando com a calculadora — Digite numa calculadora um nimero qualquer de
trés algarismos. Em seguida, digite o mesmo nimero obtendo, assim, um ntmero de
seis algarismos, da forma a bcabc. Divida esse niimero por 7, divida o resultado por 11
e, finalmente, divida o nimero obtido por 13. O que aconteceu? Por que vocé obteve
esse resultado?

No galinheiro — Um galinheiro com 240 m? de 4rea deve abrigar galinhas e pintinhos,
sendo desejavel que haja um espaco livre de 4 m? para cada galinha e 2 m? para cada
pintinho. Além disso, cada pintinho come 40 g de racao por dia e cada galinha come
160 g por dia, sendo permitido um gasto didrio maximo de 8 kg de ragao.

(a) Represente algebricamente as condi¢oes do problema.

(b) Represente graficamente, no plano cartesiano xOy, as condigdes do problema.

(c) Esse galinheiro comporta 20 galinhas e 80 pintinhos? E 30 galinhas e 100 pinti-
nhos?

(d) Qual é o niumero maximo de galinhas que podem ser colocadas no galinheiro,
respeitando os espagos desejaveis e o gasto maximo de racao? E de pintinhos?

Um nidmero perfeito — Um nimero natural n é dito perfeito se a soma de todos os
seus divisores proprios, isto é, divisores diferentes de n, é igual a n. Por exemplo, 6 e
28 sao perfeitos, pois 6 =1 +2+3 e 28 =142+ 4 + 7+ 14. Sabendo que 23! — 1 ¢
um ntmero primo, mostre que 23°(231 — 1) ¢ um ntmero perfeito.
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177.

178.

179.

180.

181.

Quinze minutos a mais — Dois carros partem, ao mesmo tempo, de uma cidade A
em diregdo a uma cidade B. Um deles viaja a velocidade constante de 60 km/h e o
outro a velocidade constante de 70 km/h. Se o carro mais rapido faz a viagem de A
a B em 15 minutos a menos do que o outro carro, qual é a distancia entre essas duas
cidades?

Outros caminhos — Partindo de sua casa para chegar na escola, Julia deve caminhar
oito quarteirdes para a direita e cinco quarteiroes para cima, conforme indicado na
figura dada.

0 o o
0 e s
Y o o o

I
OOOEEE
CrIOEEE
OMEEEE

Ela sabe que existem muitas maneiras diferentes de fazer o percurso casa-escola, sempre
seguindo o caminho mais curto. Como ela é uma menina muito curiosa, ela gostaria de
sempre fazer caminhos diferentes. Quantos desses caminhos existem da casa de Jilia
até a escola?

Escrevendo no tabuleiro — Um tabuleiro quadrado de trés linhas por trés colunas
contém nove casas. De quantos modos diferentes podemos escrever as trés letras A, B
e C em trés casas diferentes, de tal modo que, em cada linha, esteja escrita exatamente
uma dessas trés letras?

Fracgao e percentagem — Se na fragao x/y diminuirmos o numerador = de 40% e o
denominador y de 60%, entao a fracao =/y

(a)diminui 20%; (b)aumenta 20%; (c)diminui 50%; (d)aumenta 50%.

Triangulos sobrepostos — Dois triangulos retangulos congruentes possuem catetos
que medem 4 cm e 7 cm. Na figura dada, a esquerda, os tridngulos foram desenhados
de modo a coincidirem os catetos de 7 cm. Assim, AB =7 cm e AD = BC' = 4 cm.
Ja na figura a direita, eles foram desenhados de modo a coincidirem as hipotenusas,

donde AD = BC =4 cme AC = BD =7 cm.

D &

Calcule as areas sombreadas nas duas figuras.
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182. Dots motoristas — Dois motoristas viajam da cidade A até a cidade B e, imediata-
mente, regressam a cidade A. O primeiro motorista viaja a uma velocidade constante
de 80 km/h, tanto na ida quanto na volta. O segundo motorista viaja até a cidade B
a uma velocidade constante de 90 km /h e retorna a velocidade constante de 70 km /h.
Qual desses motoristas gasta menos tempo no percurso total de ida e volta?

183. Soma e inverte — Usando somente as duas operagoes “4+1 = somar 17 e
“—4¢ = menos o inverso”’, podemos formar varias sequéncias a partir de um nimero
inicial. Por exemplo, iniciando com o nimero 3, podemos formar a sequéncia

+1 i 4

3
— T Ty

w104 i 5

+1 ., +1 —i 1
4 5 — —
3 —4-—5— 5 — 1 1

ol —

Iniciando com 0, com qual sequéncia obteremos novamente o 0, usando apenas essas
duas operagoes “+17 e “—1"7

184. Carro flex — Um carro ¢ denominado flex se ele pode ser abastecido com gasolina
ou com &lcool. O consumo de um carro costuma ser dado (no Brasil) em quilémetros
por litro, que indicamos por km/l. Ja o custo desse consumo é dado pelo pre¢o do
quilometro rodado, em reais por km. Suponha que os precos do litro de alcool e de
gasolina sejam, respectivamente, R$ 1,59 e R$ 2,49.

(a) Digamos que um certo carro flex rode 12,3 km por litro de gasolina. Qual deve
ser o consumo de alcool desse carro para que a utilizacao do alcool seja financei-
ramente mais vantajosa que a de gasolina?

(b) Com os pregos dados, em que condigdes é mais vantajoso, financeiramente, o
uso do alcool em vez do de gasolina? Dé um exemplo numérico que satisfaga as
condigoes.

Daqui em diante, suponha que o consumo de um certo carro flex seja de x km/l com
x
gasolina e de (5 + 1) km/1 com &lcool.

(c) Escreva a expressao da fungéo g(z) que fornece o custo de rodar 100 quilometros
com esse carro utilizando gasolina e a expressao da func¢do a(x) que fornece o
custo de rodar 100 quilémetros utilizando alcool.

(c) Para que o custo seja o mesmo, tanto com élcool como com gasolina, qual deve
ser o consumo em km /1 para a gasolina e para o alcool?

(d) Com o consumo dado, em que condigbes é mais vantajoso, financeiramente, o
uso do alcool em vez do de gasolina? Dé um exemplo numérico que satisfaga as
condigoes.

185. Contando tridngulos — Na figura dada estao marca-
dos onze pontos sobre dois segmentos. Quantos trian-
gulos podem ser formados com esses onze pontos?
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186.

187.

188.

189.

190.

191.

Quadrado perfeito — Existe um ntmero de oito algarismos da forma
9999 * * % x

que seja um quadrado perfeito?

Diferenca quase nula — Qual é o menor ntimero inteiro positivo n tal que

vn—+vn—1<0,01?

Conjunto de Cantor — Desenhe um segmento de reta com uma unidade de com-
primento, denotando-o por ;. Remova a terga parte central (sem remover as extre-
midades) e denote por Cy 0 que sobrou. Agora, remova a terga parte central (sem as
extremidades) de cada um dos dois segmento de reta que constituem Cj, denotando
por C5 o que sobrou. Esse processo pode ser continuado, sempre removendo, em cada
estagio, a terga parte central de cada segmento em C), para formar C), ;. O conjunto de
Cantor é formado pelos elementos de C'; que nunca sao removidos, em etapa alguma.

C
CZ ------------- C——
03 g - - - G—y G - - - Gm—

(a) Na figura dada, indique os nimeros nas extremidades dos segmentos Cy, Cy e Cs.

1 4 3 4

(b) Quais dentre os pontos 39’ 31 e 3L pertencem ao conjunto de Cantor?

(¢) Quais sdo os comprimentos de C3, Cy e C5?7 Vocé consegue encontrar alguma
expressao para o comprimento de C,7

Enchendo uma piscina — Uma piscina vazia foi abastecida de dgua por duas tornei-
ras A e B, ambas de vazao constante. Durante quatro horas, as duas torneiras ficaram
abertas e encheram 50% da piscina. Em seguida, a torneira B foi fechada e, durante
duas horas, a torneira A encheu 15% do volume da piscina. Apds este periodo, a tor-
neira A foi fechada e a torneira B aberta. Durante quanto tempo essa torneira teve de
ficar aberta para que ela, sozinha, terminasse de encher a piscina?

Probabilidade de ser um numero par — Uma urna tem nove bolas, numeradas de
1 a 9. José e Maria retiram, cada um, simultaneamente, uma bola da urna. Com as
bolas retiradas eles formam um ntmero de dois algarismos, sendo que o nimero que
esté escrito na bola de José é o algarismo das dezenas e o niimero que esta escrito na
bola de Maria é o algarismo das unidades. Qual é a probabilidade desse ntimero ser
par?

Muiltiplo de 7 — Mostre que se o produto N = (n+ 6m)(2n + 5m)(3n + 4m), com m
e n nimeros inteiros positivos, for um miltiplo de 7 entao esse produto N também é
multiplo de 73 = 343.
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192.

193.

194.

195.

196.

197.

Os dngulos 15° e 75° — Na figura dada, ABC'D é um quadrado com uma unidade
de lado e o tridangulo ABCFE é equilatero. O ponto M é o ponto médio do segmento
CFE, o segmento DN é perpendicular a BM e o segmento BM ¢é perpendicular a C'E.

D C
(a) Calcule os comprimentos dos lados do trian- M
gulo ADBN.
F E
(b) Use o item (a) para calcular o cosseno, o seno N
e a tangente dos angulos de 15° e 75°.
A B

Circulos tangentes — Na figura dada estao desenhados dois
circulos concéntricos de raios r e R, sendo r < R, e doze
circulos compreendidos entre os dois primeiras, todos de raio
x. Além disso, os quatorze circulos sao disjuntos ou tangentes.

R—r
5
R 44+v/6—2

(b) Mostre que —

SR

(a) Mostre que x =

Mudando a base — Um triangulo isosceles tem uma base de 10 cm
e dois lados iguais medindo 13 cm. E possivel cortar esse triangulo em
dois outros triangulos de tal modo que, juntando esses triangulos de outra
maneira obtenhamos um outro triangulo isosceles (evidentemente com a
mesma area)? 10

Clube de Matemdtica — Eu faco parte de um Clube de Matemaética, onde tenho
o mesmo numero de colegas homens do que de colegas mulheres. Quando um garoto
falta, trés quartos da equipe sao de meninas. Eu sou homem ou mulher? Quantas
mulheres e quantos homens tem o clube?

Uma calculadora diferente — Davi tem uma calculadora muito original, que efetua
apenas duas operagoes, a adigao usual (+) e uma outra operagao, denotada por *, que
satisfaz

(i) a*a = a,
(ii) ax0=2ae
(iii) (axb)+ (cxd) = (a+c)* (b+d),

para quaisquer numeros inteiros a e b. Quais sao os resultados das operagoes
(2%3)+ (0% 3) e 1024 * 487

Cercando o globo terrestre — O raio do globo terrestre mede, apro- S —
ximadamente, 6378 km no Equador. Suponhamos que um fio esteja |" "l

ajustado exatamente sobre o Equador. !
J X q '\:,::h: d_,/'
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198.

199.

200.

201.

202.

203.

Em seguida, suponhamos que o comprimento do fio seja aumentado em 1 m, de modo
que o fio e 0 Equador fiquem como circulos concéntricos ao redor da Terra. Um homem
em pé, uma formiga, ou um elefante sao capazes de passar por baixo desse fio?

Comprimento de uma corda — Numa circunferéncia de 10 cm de raio, o segmento
AB é um diametro e o segmento AC' é uma corda de 12 cm. Determine a distancia
entre os pontos B e C.

Dois irmaos — A diferenca de idade entre dois irméaos é de trés anos. Um ano atras,
a idade do pai desses irmaos era o dobro da soma das idades dos irmaos e, dentro de
vinte anos, a idade do pai seré a soma das idades desses dois filhos. Qual é a idade de
cada um dos irmaos?

Canelonis de ricota — Todo domingo, Pedro prepara cane- e

lonis para o almogo. Primeiro, ele corta retangulos de massa 10 em
de 16 por 12 cm e, depois, cola os dois lados mais longos,

superpondo uma faixa de 2 cm. [T 2 cm

Dessa forma, ele obtém cilindros que recheia com ricota, gastando 500 g de ricota por
cilindro. Num belo domingo, com o mesmo nimero de retangulos de massa de 16 por
12 cm, ele decide produzir os cilindros colando os lados menores, sempre superpondo
uma faixa de 2 cm. Nessa situagao, ele vai gastar mais ou menos ricota que antes?
Quanto?

Cadlculo de segmentos — As medidas do retangulo ABCD 4 1200 B
sao de 1200 por 150 m. Além disso, P esta no prolongamento 150
do lado BC e dista 350 m de C. Determine as medidas de Q@ C
AP, PQ,PD,CQ e DP. D
350
P
Prd chegar junto! — Ada e Luisa treinam todos os dias, cada uma delas sempre

com a mesma velocidade, para a grande corrida que vai acontecer no final do ano na
escola. O treino comega num ponto A e termina no ponto B, distantes 3000 m. Elas
partem no mesmo instante, mas quando Luisa termina a corrida, ainda faltam 120 m
para Ada chegar ao ponto B. Ontem, Luisa deu uma chance para Ada: “Partimos ao
mesmo tempo, mas eu parto alguns metros antes do ponto A para chegarmos juntas.”
Quantos metros antes do ponto A deve partir Luisa para chegar junto com Ada?

Um professor enfurecido — Para castigar os alunos de sua turma por indisciplina,
o professor Zerus decidiu descontar da nota mensal de cada aluno uma percentagem
igual & nota da prova, isto ¢, quem tirou 60, terd um desconto de 60% na nota, quem

tirou 20, um desconto de 20% na nota e assim por diante. A nota mensal méaxima é
100.

(a) Quem vai ficar com a maior nota?

(b) E a menor?
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204.

205.

206.

207.

208.

209.

(c¢) Alunos que tiraram notas boas reclamaram que vao ficar com a mesma nota de
alunos que tiraram notas mas. Eles tem razao?

O percurso de um atleta — Um atleta resolveu fazer uma corrida de 15 km. Co-
mecou correndo 5 km na dire¢ao Sul, depois virou para o Leste, correndo mais 5 km
e, novamente, virou para a direcao Norte, correndo os 5 km restantes. Apos esse
percurso, constatou, para seu espanto, que estava no ponto de onde havia partido.
Descubra dois possiveis pontos sobre o globo terrestre de onde esse atleta possa ter
iniciado sua corrida.

Areas iguais — Na figura dada, o triangulo AABC' é retangulo
e os semicirculos dados tém didmetros AB, BC ou AC. Mostre

que a area sombreada ¢é igual a area do tridangulo AABC. 5 C
Funcao definida por drea — A fungao f, defi- Y

nida para cada y satisfazendo 0 < y < 2, é dada ) "
por f(y) = area do quadrilatero sombreado, con- 6

forme indicado na figura dada.

(a) Escreva as equagoes das retas r e s.
(b) Determine f(0).

(c) Escreva a expressao de f(y), para 0 <y < 2. y
(d) Esboce o grafico de f(y).

PA e PG — Determine quatro numeros distintos ai,as, a3 € ag que sejam termos
consecutivos de uma progressao aritmética e tais que os nimeros a,az e ay formem
uma progressao geomeétrica.

Plano cartesiano — Dizemos que um ponto do plano cartesiano é um ponto inteiro se
suas coordenadas s@o inteiras. Dado um inteiro positivo n, denote por f(n) o namero de
pontos inteiros que estao sobre o segmento que liga a origem ao ponto inteiro (n,n+3),
sem contar as extremidades. Mostre que

2, se n é miltiplo de 3,
fn) =

0, se n nao ¢ multiplo de 3.

Trabalhando com um quadrildatero — No quadrila-
tero ABC'D da figura dada, tem-se AB =5, BC = 17,
CD =5e DA = 9. Determine DB, sabendo que sua

medida é um namero inteiro.
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210.

211.

212.

213.

214.

215.

216.

O tridngulo de Reuleaux — O triangulo de Reuleaux ¢é a figura
formada a partir de um tridngulo equilatero, substituindo os lados
por arcos de circunferéncia centrados nos vértices do triangulo e de
raios iguais ao lado do tridngulo. Qual é a area de um triangulo de
Reuleaux, se os lados do triangulo equilatero inicial medem 1 cm?

Intersecao de circulos — Na figura dada foram desenha-
dos trés circulos de raio r centrados nos vértices do triangulo
equildtero AABC de lado a. Se %a < r < a, esses trés circulos
sao, dois a dois, concorrentes em trés pontos X,Y e Z exte-
riores ao triangulo AABC. Mostre que o tridangulo AXY Z ¢é
equilatero e calcule o comprimento do seu lado, em termos de
aer.

. I . :
Valor mdzximo — A expressao T001F atinge seu maior valor com qual niimero natural
k? ’
Moedas falsas — Aladim tem dez sacos de moedas, sendo que cada

saco tem somente moedas verdadeiras ou somente moedas falsas.
Cada moeda verdadeira pesa 10 g e cada moeda falsa pesa 1 g.

(a) Suponhamos que em cada saco existam exatamente dez moedas e que somente um
dos sacos seja de moedas falsas. Utilizando uma balanga e efetuando apenas uma
pesagem, como deve Aladim proceder para descobrir qual é o saco das moedas
falsas?

(b) Suponhamos que os sacos estejam cheios de moedas e que Aladim nao saiba
quantos desses sacos sejam de moedas falsas. Como pode ele identificar, com
apenas uma pesagem, os sacos que tém moedas falsas?

L : L - : 5 7
Menor inteiro — Sejam p e ¢ inteiros positivos tais que 3 < P 3 Qual é o menor
q
valor de p para que p 4+ ¢ = 20057
Mais dreas... — Um triangulo tem vértices A = (3,0), B = (0,3) e C, onde C esta

na reta de equacao x +y = 7. Qual é a area desse triangulo?

Circulos tangentes — Trés circulos, com raios medindo 1, 2
e 3 cm, sao dois a dois tangentes exteriormente, como na figura
dada. Determine o raio do circulo tangente exteriormente aos
trés circulos.
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218.

219.

220.

221.

222.

. Soma finita — Cada um dos ntmeros 1, T, . . ., 2004 pode ser igual a v/2 — 1 ou a

V2 + 1. Quantos valores inteiros distintos pode valer a soma

1002

E Tok—1T2k = T1T2 + T3Ty + TsTe + - -+ + T2003T2004 ¢
k=1

Muiltiplos — Seja a um nimero inteiro positivo que é multiplo de 5 e tal que a + 1 é
multiplo de 7, a + 2 é maultiplo de 9 e a + 3 é multiplo de 11. Determine o menor valor
possivel de a.

Equac¢ao de duas varidveis — Determine todos os pares de inteiros (z,y) tais que
9zy — 2% — 8y? = 2005.

Trapézio retingulo — Seja ABC'D um trapézio retangulo de bases AB e C'D, com
angulos retos em A e D. Dado que a diagonal menor BD ¢é perpendicular ao lado BC,
determine o menor valor possivel para a razao CD/AD.

Jogos de futebol — Os doze alunos de uma turma de olimpifada saiam para jogar
futebol todos os dias ap6s a aula de matemética, formando dois times de seis jogadores
cada e jogando entre si. A cada dia eles formavam dois times diferentes dos times
formados em dias anteriores. Ao final do ano, eles verificaram que cada cinco alunos
haviam jogado juntos num mesmo time exatamente uma vez. Quantos times diferentes
foram formados ao longo do ano?

A soma dos algarismos de um numero — Denotemos por s(n) a soma dos alga-
rismos do numero n. Por exemplo $(2345) =2+ 3 +4 + 5 = 14. Observemos que:

40 — 5(40) =36 = 9 x 4; 500 — 5(500) = 495 = 9 x 55;
2345 — 5(2345) = 2331 = 9 x 259..

(a) O que podemos afirmar sobre o ntimero n — s(n)?

(b) Usando o item anterior, calcule s(s(s(229%9))).

SUGESTAO: Mostre que o nimero procurado ¢ menor do que 9.
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1. Cadeia do menor nimero (N2/N3) — Partindo do ntumero 265863 e utilizando
uma Unica vez cada uma das operacoes +,—, X e =+ e também uma tnica vez os
numeros H1, 221, 6817, 13259, podemos obter varios numeros. Por exemplo, 54911,
como segue.

+221 x51 —13259 +6817
265863 = 1203 == 61353 == 48094 = 54911

Encontre a cadeia que permite obter o menor ntimero inteiro positivo.

2. Qual é a metade? (N2/N3) — Considere a figura ao lado, c
em que AB = AE = ED = CD = CA e o arco CB é um arco A B
de circulo centrado no ponto E. Vocé sabe repartir essa figura
em duas partes idénticas, que possam ser superpostas? D E

3. Cada um em seu estado (N1/N2/N3) — Amélia, Bruno, Constancia e Denise sao
quatro amigos que se encontram sentados numa mesa quadrada, cada um ocupando
um lado da mesa. Um dos quatro mora no Amazonas, outro em Sao Paulo, outro no
Ceara e o quarto na Bahia. Sabendo que valem as condigoes a seguir, quem mora na
Bahia?

A direita de Amélia estd quem mora no Amazonas.

Em frente a Constancia esta a pessoa que mora em Sao Paulo.

Bruno e Denise estao um ao lado do outro.

Uma mulher esta a esquerda da pessoa que mora no Cearé.

4. Divisao (N1/N2) — Numa divisdo, aumentando o dividendo de 1989 ¢ o divisor de
13, o quociente e o resto nao se alteram. Qual é o quociente?

5. Extraterrestre (N1/N2) — No planeta Staurus, os anos tém 228 dias, divididos em
12 meses de 19 dias. Cada semana tem 8 dias: Zerum, Uni, Duodi, Trio, Quati, Quio,
Seise e Sadi. Sybock nasceu num duodi, que foi o primeiro dia do quarto més. Que
dia da semana ele festejara seu primeiro aniversario?

6. Que familia! (N1/N2) — Numa familia, cada menino tem o mesmo nimero de
irmaos que de irmas, e cada menina tem o dobro de irmaos que de irmas. Qual é a
composicao dessa familia?

7. Siga a pista (N1) — Na pista de corrida dada, os sete pontos = — A
de referéncia sao marcados a cada 50 m. Os atletas devem
fazer 2 km no sentido indicado pela flecha, partindo do ponto A\ /
P. Marque o ponto C de chegada.

«—  «—
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8.

10.

11.

12.

13.

Cara ou Coroa (N2) — Jerénimo joga no tabuleiro dado com uma pega e um dado
da maneira descrita a seguir.

Colocando a pega na casa P (de partida), ele [ [ [P [ [ ]
lanca uma moeda. Se der cara, avanca duas
casas e se der coroa recua uma casa. Jeroénimo
langou a moeda 20 vezes e conseguiu chegar na
casa C (de chegada). Quantas vezes a moeda
deu cara? —

[[T]]]
[ [T

c [ [ 1

Contas do papagaio (N1) — Rosa tem um papagaio que faz contas de um modo
estranho. Cada vez que Rosa diz dois numeros ele faz a mesma conta. Por exemplo:

e se Rosa diz “4 e 2”7 o papagaio responde “127;
e se Rosa diz “5 e 3" o papagaio responde “127;
e se Rosa diz “3 e 5”7 o papagaio responde “147;
e se Rosa diz “9 e 77 o papagaio responde “24”;

e se Rosa diz “0 e 0” o papagaio responde “1”.

Se Rosa diz “1 e 8” o que responde o papagaio?

As férias de Tomds (N1/N2) — Durante as férias de Tomés, houve 11 dias chuvosos.
Durante esses 11 dias, se chovia pela manha havia sol sem chuva a tarde, e se chovia
a tarde, havia sol sem chuva pela manha. No total, Tomas teve 9 manhas e 12 tardes
sem chuva. Quantos dias duraram as férias de Tomas?

Maratona de Matemdtica (N3) — Numa maratona de Matematica, o nimero de
questoes é muito grande. O valor de cada questao é igual a sua posicao na prova:
um ponto para a questao 1, dois pontos para a questao 2, trés pontos para a questao
3, quatro pontos para a questao 4, e assim por diante. Joana totalizou 1991 pontos
na prova, errando apenas uma questao e acertando todas as outras. Qual questao ela
errou? Quantas questoes tinha a prova?

11 1 ,
'6°8 10 © 127 W

e~ =

Y

DO | =

Fragées ignoradas (N1) — Escolhi quatro fragoes dentre

soma ¢ 1. Quais foram as fracoes que eu nao escolhi?

Caminho de maior total (N2) — As regras do jogo sdo as seguintes.
(a) Partindo da casa com o numero 3 destacado, deve-se chegar a casa TOTAL
deslocando-se somente por linhas ou colunas e calculando-se os pontos.

(b) Quando nos deslocamos por uma linha, s6 podemos adicionar, por exemplo pas-
sando da 3 para a —6 ao lado, obtemos 3 + (—6) = —3 pontos.

(¢) Quando nos deslocamos por uma coluna, s6 podemos subtrair, por exemplo pas-
sando da 3 para a 5 abaixo, obtemos 3 — 5 = —2 pontos.

(d) So6 é permitido passar uma vez por cada casa.

Qual é o caminho que d& o maior total?
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14.

15.

3 |-6]9 -9
) 7 2 —1
-8 =3 | -5 4
-4 1 6 8
0 | —2| =7 | TOTAL

Produtos em linha (N1/N2/N3) — Em cada uma das oito casas brancas do quadro
dado, escrevemos um algarismo dentre os algarismos 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9 de modo que
os produtos efetuados em linha reta, seguindo as flechas, fornecam os valores indicados
dentro dos casas em cinza. Em qual casa se encontra o ntmero 27

-> C > 9‘27

Codigo Postal (N2/N3) — Para fazer a separa¢ao em regides da correspondéncia
que deve ser entregue, um servico postal indica sobre os envelopes um coédigo postal
com uma série de cinco blocos de pontos e bastoes, que podem ser lidos por um leitor
o6tico. Os algarismos sao codificados como segue.

0 eollll | 5 lolel
1 olelll | 6 Iollel
2 ollell | 7 llosll
3 olliel | 8 llelel
4 Joolll | 9 llleel

A leitura se faz da direita para a esquerda. Por exemplo: o codigo postal 91720 se
escreve como sellllellellllecll Lol 0u seja,

[ X )
Il ollell lloell elolll  llleel
0 2 7 1 9

loelll_ llloel
Note que a codificacao de 94, que é 4 9 , tem um eixo vertical de simetria.

Encontre os codigos entre 47000 e 47999 que apresentam um eixo vertical de simetria.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Anéis olimpicos (N1/N2/N3) — Os nimeros de 1 a 9 foram colocados dentro de
cinco anéis olimpicos, de tal modo que dentro de cada anel a soma é 11.

Disponha os nove nimeros de outra maneira, para que a soma dentro de cada anel seja
sempre a mesma e a maior possivel.

Partidas de Denise (N2/N3) — Denise ¢ Antonio jogam uma série de oito jogos,
em que o vencedor da primeira partida ganha um ponto, o da segunda dois pontos, o
da terceira quatro pontos, o da quarta oito pontos, e assim por diante, multiplicando
por dois o nimero de pontos de uma partida para a outra. No final, Denise ganhou
31 pontos a mais que Antonio e nao houve empate em nenhuma das partidas. Quais
partidas Denise ganhou?

Sete quadrados (N1/N2) — Vocé sabe repartir um quadrado em sete quadrados
menores?

Ilha misteriosa (N1/N2/N3) — Numa misteriosa ilha havia 13 camaledes cinza,
15 camaledes marrons e 17 camaledes vermelhos. Quando dois camaleoes de cores
diferentes se encontram, os dois tomam a terceira cor. Por exemplo, se um cinza se
encontra com um vermelho, entao os dois ficam marrons. Por causa de uma tempes-
tade, ocorreram dois encontros cinza-vermelho, trés encontros marrom-vermelho e um
encontro cinza-vermelho. Quantos camaledes de cada cor ficaram na ilha?

Universo hostil (N3) — Num deserto ha cobras, ratos e escorpides. Cada manha,
cada cobra mata um rato. Cada meio-dia, cada escorpiao mata uma cobra. Cada
noite, cada rato mata um escorpiao. Ao final de uma semana, & noite, s6 restava um
rato. Quantos ratos havia na manha do inicio da semana?

O jogo das fichas — Para iniciar um jogo com seus amigos, Manoel coloca oito fichas
em cada uma das nove casas do tabuleiro mostrado na figura. Para ganhar o jogo, ele
precisa mover as fichas pelo tabuleiro de tal modo que, ao final, todas as fichas estejam
colocadas e tenha sido alcancada uma outra configuracao de fichas na qual, em cada
linha, cada coluna e cada diagonal, reste o mesmo niumero de fichas (mas nao a ini-
cial, com oito fichas em cada casa). Na primeira jogada, ele coloca mais trés fichas na
casa 3 e tira todas da casa 2, ficando com 5 na mao, para prosseguir. Quantas fichas ele
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22.

23.

24.

25.

26.

deve colocar em cada uma das outras sete casas para ganhar o jogo, mantendo as fichas
das casa 2 e 3 inalteradas depois dessa primeira jogada?

1 2 3 | 2‘% 3‘@

Um sistema — Nas igualdades AB + BC = CD e AB — BC = BA, cada letra
representa um algarismo. Quanto vale A+ B+ C' + D?

Constelagoes floridas — Rosa, Margarida e Dalia sao trés constelagbes em forma de
buqués de flores. Sabemos que:

(a) o namero de estrelas de Dalia, que é a menor das trés constelagoes, é o produto
de dois quadrados;
(b) o nimero de estrelas de Rosa também ¢ um produto de dois quadrados;

(c) Dalia e Rosa, juntas, tém o mesmo numero de estrelas de Margarida;

(d) Margarida tem 28561 estrelas.

Quantas estrelas possuem, cada uma, Dalia e Rosa?

Dois meses iguais — A seguir mostramos o calendario de abril de 2005.

DIS|T|Q]Q

314156 |7
10111121314 |15 |16
1711811920 |21 |22 23
24125126 | 2728|2930

Qual é o primeiro més depois desse, de 2005 ou de 2006, que teve uma pagina igual?

A faixa e o quadrado — Uma faixa retangular de cartolina mede 5 por 1 cm. Corte
a faixa com quatro cortes retilineos de modo a poder montar um quadrado com as
pecas obtidas, mas sem superposi¢ao das pecas.

Um nimero e seu séxtuplo — Um ntmero de trés algarismos e seu séxtuplo sao
formados pelos mesmos algarismos. A soma dos algarismos desse nimero é 17 e a de
seu séxtuplo é 21. Qual é esse nimero? Existe mais do que um nimero com essas
propriedades?
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

Oito dentro de um reténgulo — Coloque os numeros de 1 a 8
dentro dos circulos do retangulo dado, de tal modo que a diferenca
entre dois numeros ligados por um segmento seja sempre maior do
que 1.

Uma estratégia com um numero muito grande — Carlos escreveu consecutiva-
mente todos os niimeros de 1 a 60, ou seja,

1234567891011121314---57585960.

Depois ele riscou 100 algarismos de tal modo que o nimero formado com os algarismos
que nao foram riscados fésse o maior possivel, sem mudar a ordem inicial em que os
algarismos foram escritos. Qual é esse nimero?

Um nidmero surpreendente — Um certo niimero surpreendente é divisivel por 9,
tem nove algarismos diferentes, nenhum dos quais é igual a 0 e é tal que:

o numero formado pelos 3 primeiros algarismos é divisivel por 3;

o numero formado pelos 4 primeiros algarismos é divisivel por 4;

o numero formado pelos 6 primeiros algarismos é divisivel por 6;

)
)

()

(d) o ntmero formado pelos 5 primeiros algarismos é divisivel por 5;
)
) o nuamero formado pelos 7 primeiros algarismos é divisivel por 7;
)

o numero formado pelos 8 primeiros algarismos é divisivel por 8.

Qual é esse nimero?

Qual € o erro? — Uma das afirmagoes dadas é falsa:

(a) André é mais velho do que Bruno;

(b) Claudia é mais nova do que Bruno;

(c) A soma das idades de Bruno e Claudia é o dobro da idade de André;
(d) Claudia é mais velha do que André.

Quem ¢é o mais velho? E o mais novo?

Soma — Neste exercicio, as letras representam algarismos. Deter- abede f
mine cada uma das parcelas da soma dada. abedef
T oghij

de fhjf

Bolinhas — Rogério colocou seis bolinhas sobre a mesa, de modo a
formar dois quadrados, como na figura. Ele percebe que tem mais D:I
uma bolinha. Complete a figura formada pelas bolinhas com essa

bolinha a mais, de tal modo que forme trés quadrados.
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33.

34.

35.

36.

37.

Um numero que nao € divisivel por 5 — Determine quais ntmeros naturais n
entre 2001 e 2007 tornam o ntmero 1" + 2™ 4+ 3" + 4™ nao divisivel por 5.

Quatro fracoes e um inteiro — Quantos niimeros naturais a, b, ¢ e d, todos distintos,

1
existem tais que — 4+ — 4 — + — seja um inteiro?
a b ¢ d

O Rei Arthur e o Dragao das Trés Cabecas e Trés Caudas — O Rei Arthur
teve que lutar com o Dragao das Trés Cabegas e Trés Caudas. Sua tarefa foi facilitada
quando conseguiu arranjar uma espada magica que podia, a cada golpe, fazer uma e
somente uma das seguintes coisas:

cortar uma cabeca;

(a)
(b) cortar duas cabegas;
(c)
(d)

cortar uma cauda;

cortar duas caudas.
Além disso, a Fada Morgana lhe revelou o segredo do dragao:

(a
(b

) se uma cabeca é cortada, cresce uma nova;
(¢) no lugar de uma cauda cortada nascem duas caudas novas;

se duas cabecas sao cortadas, nada mais acontece;

d

se duas caudas sao cortadas, cresce uma nova cabecga;

(e) o dragao morre se perder as trés cabegas e as trés caudas.

Para matar o dragao, de quantos golpes o Rei Artur vai precisar, no minimo?

O passetio do cavalo — Num tabuleiro de 5 x 5 casas, um cavaleiro do jogo de xadrez
estd na casa marcada com A. Depois ele segue movendo, marcando as casas por onde
passa, como na figura.

A—-B-~C—-D—-F—>F —d—>H

A G

C E

Partindo da casa H, o cavaleiro se move pelo tabuleiro até ter passado por todas as 25
casas. Descreva o trajeto que ele fez.

As faces do cubo — Oito dados sao agrupados formando um cubo. Quantas faces
dos dados permanecem visiveis?
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38. Data fatidica — Em 1950, um “profeta” anunciou que o fim do mundo ocorreria em
11 de agosto de 1999, que denotamos por 11081999. Como nada aconteceu nesse dia,
ele refez seus célculos e fez a seguinte previsao: “O fim do mundo ocorrerd na prorima
data que se escrever com oito algarismos diferentes.” Vocé consegue descobrir essa
data?

39. Todos com o 2 — Qual é operacao que devemos fazer com todos os cinco nimeros
418, 244, 816, 426 e 24 para obter cinco nimeros que tenham todos o algarismo 27

(a) Dividir por 2.

(b) Somar 4.

(c) Dividir por 6.

(d) Subtrair 5.

(e) Multiplicar por 3.

40. Tortas da vové — Sofia foi levar uns docinhos para sua avo: foram sete docinhos de

amora, seis de coco e trés de chocolate. Durante o caminho, a gulosa Sofia comeu dois
docinhos. Qual das situacoes abaixo é possivel?

(a) Sua avo nao recebeu docinhos de chocolate.

(b) Sua avo recebeu menos docinhos de cdco do que de chocolate.

(c) Sua avo recebeu o mesmo nimero de docinhos de cada uma das trés variedades.
(d) Existem duas variedades de docinhos das quais sua vovo recebeu o mesmo niimero.
(e) O nimero de docinhos de amora que sua vovo recebeu é maior que o das outras

duas variedades somadas.

41. Familia Sétimo — O Sr. e Sra. Sétimo tém sete filhos, todos nascidos em 12 de abril;
na verdade, em seis 12 de abril consecutivos. Neste ano, para seus aniversarios, a Sra.
Sétimo fez um bolo com velinhas para cada um de seus filhos, sendo o niimero de velas
em cada bolo igual ao nimero de anos do aniversariante. Joao Sétimo, o filho que mais
gosta de Matemaética, reparou que, nesse ano, o namero total de velinhas é o dobro do
que havia dois anos atras e que ha dois bolos a mais. Quantas velinhas serao acesas
desta vez?

42. O salta-ficha — Temos dez fichas numeradas colocadas em linha reta, como na figura
dada.

ORBOCOOBOO

Queremos arruma-las em cinco pilhas, com duas fichas em cada pilha. A regra para
isso é que s6 podemos movimentar uma ficha fazendo-a saltar sobre uma ou mais fichas,
ou sobre uma tunica pilha ja formada. Um exemplo de trés movimentos é o seguinte.
e A ficha 7 pode saltar sobre a ficha 8 e formar uma pilha com a 9;
e a ficha 5 pode saltar sobre as fichas 6 e 7 e formar uma pilha com a 8 e

e a ficha 6 pode saltar sobre as fichas 5, 4 e 3 formar uma pilha com a 2.
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

— ® 00
OO0 Q0010 GO0

Como formar cinco pilhas de duas fichas com apenas cinco movimentos?
O menor — Qual é o menor nimero, 52%°2 ou 32902 4 4200279

O maior resultado — Qual é o maior resultado que podemos encontrar quando
dividimos um ntmero de dois algarismos pela soma de seus algarismos?

Dois mil — Digamos que o peso de um niimero seja a soma de seus algarismos. Qual
¢ o menor numero que pesa 20007

No cabeleireiro — Trés clientes estao no cabeleireiro, pagando cada um a sua conta
no caixa.

e O primeiro cliente paga uma quantia igual ao montante que ha no caixa e recebe
10 reais de troco.

e O segundo cliente efetua a mesma operagao que o primeiro.

e O terceiro cliente efetua a mesma operacao que o primeiro.

Encontre o montante que estava inicialmente no caixa, sabendo que, ao fim das trés
operacoes, o caixa ficou zerado.

O macaco e a raposa — O macaco diz para a raposa: “Vocé vé as trés pessoas que
estao correndo ld longe? Eu sei que o produto de suas idades € 2450 e que a soma de
suas idades € o dobro da sua idade. Vocé pode me dizer suas idades? Nao, responde
a raposa. F se eu te disser que o mais jovem dos trés € o unico louro, vocé pode agora
descobrir as idades? Entao a raposa dé as idades das trés pessoas.

Porque a raposa nao pode responder inicialmente? E porque pode responder depois?

Nowva sequéncia — Encontre a lei que forma a sequéncia 425, 470, 535, 594, 716,
802, ... e dé seus proximos dois termos.

Retdngulo quase quadrado — Um certo terreno retangular é quase quadrado, pois
sua largura e seu comprimento medem ntmeros inteiros que diferem exatamente por
uma unidade de medida. A &area desse terreno, em unidades quadradas, é um ntmero
de quatro algarismos, sendo iguais o das unidades de milhar e o das centenas, bem
como o das dezenas e o das unidades. Quais sao as possiveis dimensoes desse terreno?

Onde estd o erro? — Seja x solucao de 2° + x + 1 = 0. Entao x # 0 e, por isso,
podemos dividir ambos os membros da equagao por x, obtendo x + 1+ 1/x = 0. Da
equagao original temos que z + 1 = —x?, portanto, —x? + 1/z = 0, isto é, 2> = 1/x
ou, ainda, 2> = 1, de modo que z = 1. No entanto, substituindo z = 1 na equacao
22 + 2 + 1 = 0 original, encontramos 3 = 0, o que nao esta exatamente correto. Onde
erramos”?
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Qual € o nimero? — A opgao correta é (d).

Como 96 + 8 = 12, temos 8 x 12 = 96. Observe que a solucao é equivalente a resolver
96

a equagao 8r = 96, cuja raiz é x = 3 12.

Muro em 15 dias — A opgao correta é (c).

Se o pedreiro assenta 8 metros por dia, em 15 dias assentara 15 x 8 = 120 metros.

Medindo pilhas de papel — A opgao correta é (e).

Como a espessura de cada folha ¢ 0,1 mm, a altura de um pacote com 500 folhas é
500 x 0,1 mm = 50 mm. Logo, a altura de cada pilha sera de 60 x 50 mm = 3 000 mm
= 3 m, aproximadamente, a altura de uma sala de aula.

Quanto pesa? — A opcao correta é (b).

Solugao 1: Retirando-se dois saquinhos e quatro bolas de cada prato, a balanca
continua equilibrada e restam trés saquinhos no prato a esquerda e seis bolas no prato
da direita. Logo, o peso de trés saquinhos ¢é igual ao peso de seis bolas. Dai concluimos
que o peso de um saquinho ¢ igual ao peso de duas bolas.

Solugao 2: Denotando o peso de um saquinho por x e o peso de uma bola por y,
o equilibrio da balanca fornece a equagao 5z + 4y = 2z + 10y, da qual decorre que
3r = bx — 2z = 10y — 4y = 6y, ou seja, x = 2y.

Calcule a diferenca — A opgao correta é (e).

Para que a diferenca seja a maior possivel devemos escolher o maior niimero de trés
algarismos pares diferentes e o menor nimero de trés algarismos fmpares diferentes.
O maior nimero de trés algarismos pares diferentes ¢ 864 e o menor nimero de trés
algarismos impares diferentes é 135. A diferenca entre eles é 864 — 135 = 729.

Qual é o volume? — A opgao correta é (b).

As figuras mostram que os volumes ocupados pelos liquidos correspondem, aproxima-
damente, a mais do que da metade no frasco A, o que elimina as opgoes (a) e (e), a
metade no frasco B e a menos da metade no frasco C, o que elimina (c) e (d). O tnico
grupo de fragoes que corresponde a essas estimativas é 2/3 (mais do que a metade),
1/2 (metade) e 1/4 (menos do que a metade).

Descontos e descontos — A opgao correta é (b).

Solugao 1: A pessoa ira pagar 120 reais menos o desconto, que ¢ de 30% sobre 120,
ou seja, de 0,3 x 120 = 36 reais. Assim, a pessoa paga 120 — 36 = 84 reais.

Solugao 2: Como o desconto ¢ de 30%, a pessoa pagara ¢ 70% de 120, ou seja,
0,7 x 120 = 84 reais.
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8.

10.

11.

O carro de Maria — A opgao correta ¢ (a).

Solugao 1: Se num percurso de 25 km ela gasta 3 litros, entao para percorrer 100
km Maria gastara 4 x 3 = 12 litros. Logo, para percorrer 600 km, o carro gastaré
6 x 12 = 72 litros. Como cada litro custa 0,75 reais, 72 litros custarao 0,75 x72 = 54
reais.

Solugao 2: Podemos usar a regra de trés para calcular quantos litros serao gastos em
600 km. Temos:

3 litros —— 25 km
x litros —— 600 km.
Como essa regra de trés é direta, resulta 25x = 3 x 600 e, portanto,

600
r=3X 25 = 72 litros.

Como cada litro custa 0,75 reais, 72 litros custarao 0,75 x 72 = 54 reais.

Calculando distdncias — A opgao correta é (a).

Solugao 1: Pelo enunciado, temos AC' = 50, BD = 45
e AD = 80. Da figura segue que

<L>
CD = AD — AC = 80 — 50 = 30. A B C D
50
Logo, ) 20 >

A
\/

BC =BD —CD = 45— 30 = 15 km.

Solugao 2: Pela figura, temos que 45 — BC' = 80 — 50. Logo, BC' = 15 km.

Pesando caixas — A opgao correta é (e).
Na figura podemos ver uma coluna com trés caixas, quatro colunas com duas caixas e
trés colunas com uma caixa. Logo, o total de caixas é

1x3+4x2+3x1=14.

Como cada caixa pesa 25 kg, o peso do monte de caixas é 14 x 25 = 350 kg.

Consumo de dgua — A opgao correta é (c).

Lembre que a média aritmética de n nimeros é um enésimo da soma desses ntmeros.
Por exemplo, a média aritmética dos ntimeros 3, 6, 8 e 26 ¢

3+6+8+26 43
= — =10,75.
4 4 ’

Analogamente, o consumo mensal médio é a soma dos consumos mensais dividida pelo
numero de meses. Logo, o consumo mensal médio ¢ igual a
125+ 138+ 13,7+ 114+ 12,1
5

= 12,7 m®.
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13.

14.

15.

16.

. Folheando um livro — A opgao correta é (c).

Entre 1 e 100, o algarismo 5 aparece nos numeros 5, 15, 25, 35, 45, 50, 51, 52, 53,
54, 55, 56, 57, 58, 59, 65, 75, 85 e 95. A primeira folha contém as paginas 1 e 2, a
segunda folha as péaginas 3 e 4, a terceira folha as paginas 5 e 6, e assim sucessivamente.
Logo, as duas paginas que compoem cada folha tém a seguinte numeracao: um nimero
impar e o nimero par seguinte. Assim, estdo numa mesma folha as duplas de niimeros

49,50; 51, 52; 53, 54; 55, 56; 57, 58; 59, 60 e nesse grupo temos seis folhas. Por outro lado,
—— N N N N N——

de 1 a 48, temos cinco folhas com as péaginas 5, 15, 25, 35 e 45 e, de 61 a 100, temos
quatro folhas com as paginas 65, 75, 85 e 95. Concluimos que o total de folhas com o
algarismo 5 em sua numeragao ¢ 6 + 5 + 4 = 15.

Calculando a soma — A opgao correta é (c).

A partir de qualquer circulo, obtemos inicialmente a sequéncia 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Subtraindo uma unidade dos fmpares e somando uma unidade aos pares, a sequéncia
torna-se 1, 0, 3, 2, 5,4, 7, 6, 9, 8. Agora é facil verificar que a maior soma possivel
com trés numeros consecutivos é 8 +9 + 6 = 23.

Desenhando o cubo — A opgao correta é (b).

Vemos que o cubo (a) € igual ao cubo (e) e o cubo (c) é igual ao cubo (d). Como nao
podemos trocar a estrela com o circulo cheio mantendo o circulo oco no topo, vemos
que a alternativa correta é (b).

Circulos concéntricos — A opgao correta ¢ (c).

Observe que a figura é simétrica em relagao a reta r que passa
pelo centro comum das circunferéncias. Para cada regiao cinza
de um lado de r existe uma regiao branca equivalente do outro
lado de r, e vice-versa. Logo, a area da regiao cinza ¢ igual a
area branca. Portanto, a drea da regiao cinza ¢ igual a metade
da &area do circulo maior.

Brincando com engrenagens — A opgao correta ¢ (a).

A engrenagem desta questao é formada por dois
discos dentados. Quando um deles gira no sentido
horario, o outro gira no sentido anti-horéario.
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17.

18.

19.

As cinco op¢oes da resposta mostram a bandeira do disco & esquerda, numa posi¢ao que
corresponde a uma rotacao desse disco no sentido anti-horério por um certo angulo.
Nesse caso, a engrenagem direita girou por esse mesmo angulo no sentido horario,
levando a bandeirinha para a posicao indicada na primeira alternativa.

Troca de garrafas — A opgao correta é (d).

Como 43 = 10 x 4 4 3, numa primeira vez as 43 garrafas vazias podem ser trocadas
por 10 garrafas cheias, sobrando ainda 3 vazias. Agora, consumindo o leite dessas
10 garrafas, ficamos com 13 vazias, que desta vez podem ser trocadas por 3 cheias,
sobrando 1 vazia. Finalmente, consumindo o leite das 3 garrafas cheias, sobram 4
vazias, que podem ser trocadas por 1 cheia. Portanto, o total de garrafas cheias de
leite que podem ser obtidas nesse processo é 10 + 3 + 1 = 14.

Retdangulo e quadrados — A opgao correta é (c).

Solugao 1: Como os quadrados menores tém 1 m?
de area, cada um deles tem lado igual a 1 m. Pela
figura, concluimos que BC = 2 m. Como ABCD é
um quadrado, segue que BC = CD = AD = 2 m. B F
Sendo C'DEF também um quadrado, temos

DFE =2 m. Pela figura, temos
AH = AB+ BH =2+ 3+5,
EJ=AD+DE+AJeAJ = AH. Segue que EJ = 242+5=9. Como EG = AH =5,

as dimensoes do terreno sao 9 m de comprimento por 5 m de largura. Portanto, sua
area ¢ de 9 x 5 = 45 m?.

Solugao 2: Quadriculando o retangulo maior
com quadrados de 1 m? de 4rea, obtemos
o retangulo BFGH formado por 12 quadrados
de 1 m? de 4area, os dois quadrados ABCD
e DCFFE formados por quatro quadrados de
1 m? de area e o quadrado AHIJ formado por 25
quadrados de 1 m? de area. Portanto, a &rea pedida
éde12+4+4+25=45m?

Quantas fatias de bolo? — A opgao correta é (e).

Temos um total de 8 x 3 = 24 fatias de bolo que foram comidas. Como todos comeram
bolo, inicialmente cada um dos nove amigos comeu uma fatia, sobrando, ainda, 24—9 =
15 fatias para serem comidas por nove pessoas. Se todos os nove amigos tivessem
comido menos do que duas dessas 15 fatias, poderiamos escrever o ntimero 15 como
uma soma de nove parcelas, cada uma delas sendo 0 (os que nao comeram alguma das
15 fatias) ou 1 (os que comeram uma das 15 fatias), o que claramente néo é possivel.
Logo, obrigatoriamente alguém comeu pelo menos duas dessas 15 fatias. Como todos
j& haviam comido, inicialmente, uma fatia, concluimos que alguém comeu 3 fatias, no
minimo.
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20.

21.

22.

Mosaicos quadrados — A opgao correta é (a).

No primeiro mosaico, temos 3 +3 + 1 + 1 = 8 azulejos pretos, no segundo, temos
44442+2 = 12, no terceiro, temos 5+5+3+3 = 16 ¢ ndo ¢ dificil perceber (e verificar)
que os proximos mosaicos tém 20 e 24 azulejos pretos, pois a cada novo mosaico sao
usados mais quatro azulejos pretos, um em cada lado. Como 8+ 12+16+20+24 = 80,
é possivel construir exatamente cinco mosaicos. Finalmente, o nimero total de azulejos
brancos nesta sequéncia de cinco mosaicos é

12422432 442452 =1444+9+16+25=55.
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Quanto custa? — Comprando trés cadernos por 6 reais cada um, ainda sobram 4
reais para Ester, de modo que a quantia que ela possui é 3 x 6 + 4 = 22 reais.

(a) Se o irmao lhe empresta 4 reais, ela fica entdo com 22 + 4 = 26 reais e pode
comprar 2 cadernos a 6 reais cada um, sobrando 26 — 2 x 6 = 26 — 12 = 14 reais
para 7 canetas. Concluimos que o preco de cada caneta é 14 = 7 = 2 reais.

(b) Como Ester possui 22 reais, se ela comprar 2 cadernos, sobram-lhe
22 —2x 6 = 22— 12 = 10 reais. Como cada caneta custa 2 reais, ela podera
comprar 10 =+ 2 = 5 canetas.

Encontre o nimero — O nimero 24 deve ser escrito como uma soma de trés alga-
rismos. Inicialmente, note que os algarismos 0, 1, 2, 3, 4 ¢ 5 nao podem ser usados.
Realmente, se um deles fosse usado, por exemplo o algarismo 5, entao teriamos que
encontrar dois algarismos cuja soma fosse 19, pois 24 — 5 = 19; mas, sabemos que isso
nao é possivel. O mesmo ocorre com os algarismos 0, 1, 2, 3 e 4. Logo, o nimero da
casa de Julia s6 pode ser composto pelos algarismos 6, 7, 8 ¢ 9.

(a) Se os trés algarismos sao iguais, entao o ntimero da casa de Julia é 888.

(b) Se apenas dois desses algarismos sao iguais, esses dois algarismos devem ser iguais
a 9 e o terceiro deve ser 6, obtendo os ntimeros 699, 969 e 996. De fato, com dois
algarismos 8, recaimos no caso anterior e, com dois 6 ou dois 7, a soma da, no
méaximo 14, restando, no minimo, 10 para o terceiro, o que nao é possivel.

(c) Se os trés algarismos sao distintos, entao esses algarismos sao 7, 8 ¢ 9. De fato, se
ocorrer um 6, a soma dos outros dois deve ser 24 —6 = 18, portanto precisamos de
dois 9 e recaimos no caso anterior. Assim, restam apenas as alternativas seguintes:

789, 798, 879, 897, 978 e 987.

23. Campeonato de futebol

(a) A equipe A disputa com as cinco equipes B,C, D, E e F'; a equipe B, além da
partida contra A, ja computada, ainda disputa quatro partidas com as equipes
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C,D,FE e F; a equipe C, ainda disputa com as equipes D, F e F; a equipe D
ainda disputa com as equipes E e I’ e a equipe E ainda disputa com a equipe F.
No total, temos 5+ 4 4+ 3 + 2+ 1 = 15 partidas disputadas.

Outra maneira de contar: Podemos formar grupos de duas letras e contar, lem-
brando que AB e BA, por exemplo, sao a mesma partida: AB, AC, AD, AE,
AF,BC, BD,BE, BF,CD, CE,CF, DE,DF e EF da 15 partidas.

Outra maneira de contar: Cada uma das seis equipes disputou, com cada uma
das outras cinco, exatamente uma partida. Portanto, foram disputadas um total

1
de 5(6 x 5) = 15 partidas.

Cada equipe disputou cinco partidas, portanto, a soma do ntmero de vitorias,
empates e derrotas de cada equipe, é igual a cinco. Assim, temos x + 1+ 0 =5,
portanto, x =4, e temos 1 + 1 4+ y = 5, portanto, y = 3.

Outra maneira de calcular x e y: Sabemos o niimero total de empates (que sempre
envolvem duas equipes), dado por 1+1+3+1+1+1 = 8. Portanto, o nimero de
vitorias (ou derrotas), é igual niimero de partidas, 15, menos a metade do ntimero
de empates, 4, ou seja, o nimero total de vitorias (ou de derrotas) é 15 —4 = 11.
Assim, 4+2+ 1+ x = 11, portanto, rt =4, e 2+ 2+ y+4 = 11, portanto, y = 3.
Finalmente, o nimero total de gols marcados no campeonato ¢ igual ao nimero
total de gols sofridos, que é 2+ 6 4+ 6 + 6 + 5 + 3 = 28. Assim,

28=6+6+2+3+1+2,

ou seja, z = 10.
Resumindo, o ntimero x de vitorias da equipe F' é 4, o namero y de derrotas da
equipe D ¢é 3 e o numero z de gols marcados pela equipe F' é 10.

24. Dividindo o paralelepipedo

(a)

Em centimetros, as dimensoes do bloco maior sao 320 x 60 x 75 e as dos blocos
menores sao 80 x 30 x 15. Logo, o comprimento foi dividido por 4 = 320 =+ 80,
a largura foi dividida por 2 = 60 =+ 30 e a altura foi dividida por 5 = 75 <+ 15.
Portanto, teremos um total de 4 x 2 X 5 pecas, conforme a figura.

E %0
P %0
15 %0

] .15 %0
30 ' 30

!
LN

O volume de um bloco é dado por comprimento xlarguraxaltura. Logo, o volume
de cada um dos blocos menores ¢ 80 x 30 x 15 = 36000 cm?®. Como o peso é
dado em metros cubicos, devemos reduzir o volume de cada bloco para metros
cubicos. Para isso, deslocamos a virgula seis casas para a esquerda, obtendo
36 000 cm® = 0,036 m3. Como 1 m? pesa 900 kg, entao cada bloco menor de 0,036
m? pesara 0,036 x 900 = 32,4 kg.
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26.

27.

28.

Uma calculadora — A partir do nimero 1 no visor devemos aplicar sucessivamente
as operagoes das teclas A e B para obter o ntimero desejado. Observe que, para obter o
numero 2 a partir do nimero 1, podemos apertar tanto a tecla A quanto a B, portanto,

em cada uma das respostas dadas, podemos trocar cada 1 ) por 1 2y 0.
(a) 1 2254255 2510

(b) 1225326272142 15.

) 1222326212224 25 25 25 50 -2 100.

Ano bissexto

(a) Uma semana tem sete dias. Na divisdo de 365 por 7 encontramos quociente 52 e
resto 1. Logo, o ano comum tem 52 semanas e 1 dia. Portanto, a frase correta é
“O ano comum tem sete semanas e um dia.” Como o ano bissexto tem 366 dias,
ele possui 52 semanas e 2 dias. Portanto, o correto é dizer “O ano bissexto tem
sete semanas e dois dias.”

(b) Se um ano comum inicia numa terca-feira, entdo a sua 522 semana inicia numa
terca e termina numa segunda, ou seja, a 522 semana ¢ dada por terca — quarta —
quinta — sexta — sdbado — domingo — segunda. Como esse ano tem 52 semanas e
mais 1 dia, o ultimo dia deste ano serd uma terga. Logo, o ano seguinte iniciara
numa quarta.

(c) No caso do ano bissexto, devemos considerar um dia a mais do que no item
anterior. Logo, o seu ultimo dia serd uma quarta e, portanto, o ano seguinte
iniciara numa quinta-feira.

Numeros triangulares — Notamos que o segundo ntimero triangular é obtido a partir
do primeiro acrescentando-se 2, o terceiro ¢ obtido do segundo acrescentando-se 3 e
assim por diante. Essa observagao nos mostra como calcular os préoximos niimeros
triangulares sem fazer muitas contas. Por exemplo, ja sabemos que o quarto ntimero
triangular é 10, donde o quinto serda 10 + 5 = 15 e o sexto sendo, entao, 15+ 6 = 21.
Assim, podemos escrever os numeros triangulares até passar de 100.

1—3—6—10— 15— 21 — 28 — 36 — 45
N N NN NN N T
+2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +9

45 — 55 — 66 — 78 — 91 — 105
~N O~ N~ =~ =~
+10 411 +12 +13 +14

Logo, os ntimeros triangulares menores do que 100, sao 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45,
55, 66, 78 e 91. Assim, temos 13 niimeros triangulares menores do que 100.

Livros separados — Denotando por n o niimero de livros que a bibliotecaria vai colo-
car em cada estante, temos 130+ n = nimero de estantes para os livros de Matematica
e 195 + n = ntmero de estantes para os livros de Portugués. Isso mostra que n deve
ser um divisor comum de 130 e de 195, pois o niimero de estantes utilizadas é inteiro.
Sabemos que, quando aumentamos o denominador de uma fragao, esta fragao diminui;
por exemplo, 27/10 é menor do que 27/8. Logo, quanto maior for o denominador n,
menores serao as fragdes 130/n e 195/n, o que significa que menor serd o nimero de
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30.

estantes utilizadas. Vemos, assim, que n deve ser o maior divisor comum (MDC) de 130
e 195. Como as decomposicoes desses niimeros em fatores primos sao 130 =2 x 5 x 13
e 195 =3 x 5 x 13, segue que o MDC de 130 e 195 é 5 x 13 = 65.

Logo, a bibliotecéria vai colocar 65 livros em cada estante, o nimero de estantes para
os livros de Matematica ¢ 130 = 65 = 2 e o ntimero de estantes para os de Portugués
é 195 - 65 = 3, o que d& um total de 2 + 3 = 5 estantes.

Alunos com oculos — Nosso problema aqui é encontrar o niimero de alunos da classe.
1 1

1
Como 1/6 dos alunos usam 6culos e, desses, 1/3 sdo meninas, temos que 3 X 6= 13

dos alunos sao meninas que usam 6culos. Como

alunos que usam 6culos — meninas que usam 6culos corresponde a meninos que usam 6culos

4

@l

1
6

1 1 3 1 2 1 ) 1 ) )

e - —— =——— =— = — concluimos que = da classe consiste de meninos que
6 18 18 18 18 9

usam Oculos, que sao em nimero de 4. Portanto,

1
9 da classe corresponde a 4 alunos

9
9 da classe corresponde a 4 x 9 = 36 alunos

Assim, o nimero de alunos na classe é 36.

Quadrado madgico — Para facilitar nossas contas, é conveniente reduzir todas as
fragdes que aparecem na tabela a um mesmo denominador. Como 0,4 = 4/10 e
0,5 = 5/10, podemos reescrever a tabela como segue, em que indicamos com as le-
tras a, b, ¢, d e e os numeros que devem ser calculados.

a c |6/10
b [ 5/10| d
1710 | 5/10 | e

Olhando para a diagonal ascendente, vemos que a soma dos elementos dessa diagonal
¢ 4/10 + 5/10 + 6/10 = 15/10. Como a soma dos elementos da terceira linha deve
ser igual a essa soma dos elementos da diagonal, obtemos 4/10 + 5/10 + e = 15/10,
donde e = 6/10. Também obtemos, na segunda coluna, 5/10+5/10+¢ = 15/10, donde
¢ = 5/10. Colocando esses valores de ¢ e e na tabela, obtemos

a |5/10] 6/10
b |5/10| d
4/10 | 5/10 | 6/10

Agora, a primeira linha fornece a +5/10+6/10 = 15/10, donde a = 4/10. Da terceira
coluna, obtemos 6/10+ d +6/10 = 15/10, donde d = 3/10; do mesmo modo, obtemos
b="7/10 e a tabela esta completa.
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4/10 [ 5/10 | 6/10
7/10 | 5/10 | 3/10
4/10 | 5/10 | 6/10

Trés algarismos — A partir da igualdade (AB)? = CAB e denotando o niimero
de dois algarismos AB por z, temos 2> = (AB)> = CAB = C - 100 + z, ou seja,
2? —x = C - 100. Portanto, o produto z(z — 1) = 2* — x é divisivel por 100. Levando
em conta a fatoracao 100 = 22 - 52, dividimos a resolucdo em trés casos, conforme a
maior poténcia de 5 que divide x.

12 Caso: 52 divide z.

Como x é um namero de dois algarismos, os possiveis valores de = sao 25, 50 e 75.
Construimos uma tabela.

x |lx—1]z-(x—1)
25| 24 600
o0 | 49 2450
| 74 5550

Portanto, o niimero x-(x—1) é um miltiplo de 100 somente se z = 25. Como 25% = 625,
nesse caso temos C' = 6.

2° Caso: 5 divide z, mas 5% nao divide z.

Entdo, necessariamente, 5 divide x — 1, pois 5 divide z - (x — 1). Mas isso é uma
impossibilidade, porque 5 nao pode dividir os dois nimeros consecutivos z — 1 e x
(lembre que os nimeros divisiveis por 5 terminam em 0 ou 5). Logo, esse caso esta
excluido.

32 Caso: 5 nao divide z.

Entao 52 divide x — 1. Como no Caso 1, temos . —1 = 25,50 ou 75 e os possiveis valores
de x sao 26, 51 e 76. Construimos uma tabela.

z|zx—1|az-(r—1)
26 | 25 650

51 | 50 2550
76| 75 5700

O produto x - (z — 1) é um multiplo de 100 somente se z = 76, mas esse caso também
esta excluido, pois 762 = 5776 tem mais do que trés algarismos.

Assim, a tnica possibilidade ¢ A =2,B=5e C' =6, com soma A+ B+ C = 13.

Pintando quadradinhos — Para pintar a faixa conforme o modelo, o

retangulo padrao (aquele que se repete por toda a faixa) é o retan-
gulo de 5 linhas e 4 colunas mostrado na figura. Nele, temos 7 qua-
dradinhos pintados e 13 nao pintados. Precisamos saber quantos re-
tangulos padrao cabem na faixa. A faixa tem 250 colunas e cada re-
tangulo padrao tem 4 colunas. Da divisao de 250 por 4 temos que
250 = 4 x 62 + 2, e concluimos que na faixa cabem 62 retangulos pa-
drao, sobrando ainda duas colunas.
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34.

35.

36.

>
19 retangulo 62° retangulo 2 colunas
padrao padrao a mais

Nos 62 retangulos padrao temos 62 x 13 = 806 quadradinhos nao pintados. Agora
falta verificar quais sao os quadradinhos nao pintados nas duas colunas finais. A figura
mostra como sao as duas colunas, de acordo com o modelo. Nessas colunas temos 6
quadradinhos nao pintados. Assim, o nimero de quadradinhos nao pintados em toda
a faixa € 806 + 6 = 812.

A cisterna do Joao — O dia 12 de janeiro comega com 156 litros de agua na cisterna
e, a partir dai, a cisterna recebe agua da chuva e perde agua para regar as flores. Como
no dia 8 nao houve alteracao na quantidade de 4gua na cisterna, o nimero de litros de
agua na cisterna no dia 8 ¢é

156 + agua de chuva do dia 1 ao dia 7 — agua para regar do dia 1 ao dia 7.

O enunciado diz que a segunda parcela da expressao acima é a soma dos numeros da
terceira coluna, que ¢ 25+ 045+ 043+ 0+ 4,5 = 15 e a terceira parcela é a soma
dos ntimeros da segunda coluna da tabela, que ¢ 64+94+0+4+9+0+ 11 = 39. Assim,
o nimero de litros na cisterna, a meia noite do dia 8, é 156 + 15 — 39 = 132.

O muailtiplo de 13 — A opcao correta é (a).

Como 119268916 ¢ divisivel por 13, ja que 9174532 x 13 = 119268916, podemos
concluir que os nimeros divisiveis por 13 sao aqueles obtidos somando ou subtraindo
multiplos de 13 ao ntimero 119268 916. Dentre os nimeros apresentados, o niimero

119268916 — 13 = 119268 903
¢ o Unico divisivel por 13.

Um bilhao — A opgao correta é (e).

Arnaldo disse que 1 bilhao = 1000000 x 1000000 = 1000000000000 = 10'2. O
Professor Piraldo corrigiu-o, dizendo que 1 bilhao = 1000 x 1 000 000 = 1 000 000 000 =
10°. A diferenca ¢

1000 000 000 000 — 1 000 000 000 = 999 000 000 000.

Energia de abelha — A opgao correta ¢ (b).

A energia gasta por uma abelha para voar 7000 quilometros é a mesma que 7000
abelhas gastam para voar 1 quilémetro cada. Como o ntmero de litros de mel foi
multiplicado por 10, temos energia suficiente para que 10 vezes esse niimero de abelhas
voem 1 quilémetro cada, ou seja, 70000 abelhas.
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39.

40.

41.

42.

Perda de safra — A opgao correta é (a).

Como um quinto de 100000 é % 100000 = 20000 e um quarto de 100000 é i 100000 =
25000, concluimos que a perda da safra esté avaliada entre 20 000 e 25 000 reais. Logo,
um possivel valor para a perda ¢ de R$ 21987,53.

Placa decorativa — A opgao correta ¢ (c).

Tracando paralelas aos lados, podemos dividir a placa

em quadrados de 1 metro de lado, conforme indicado lm] o
na figura. Entao, a area pintada é igual a 12 metades {m
desses quadrados, ou, equivalentemente, 6 desses qua-

drados. Como a placa total tem 16 desses quadrados, Im
concluimos que a fracao da area pintada em relacao a lm
area da placa é — = —. I m

16 8

O suco do Diamantino — A opgao correta ¢ (a).

O refresco ¢ composto por 20% de um litro, ou seja, 0,2 litros de suco e por 80% de
um litro, ou seja, 0,8 litros de dgua. Logo, a mistura final tem 0,2 litros de suco e
3+ 0,8 = 3,8 litros de agua. A porcentagem de suco em relagao ao volume da mistura
é, entao,

volume de suco 0,2 2 5

volume total 4 40 100 %

Uma elei¢do — Joao recebeu 2/7 do total de votos, Rosa recebeu 2/5 do total de
votos e Marcos recebeu 1 — (2/7 +2/5) = 1 — 24/35 = 11/35 do total de votos. O
vencedor foi aquele que obteve a maior fracao dos votos. Para comparar essas fracoes,
igualamos seus denominadores, obtendo 2/7 = 10/35 ¢ 2/5 = 14/35. Assim, temos

2 - - 2
7 5)
~~~ ~~~ ~~
Joao Marcos Rosa

e, portanto, Rosa venceu a elei¢do. (E interessante notar que a resposta nao depende
do numero de alunos da turma.)

Soma de poténcias — A opgao correta é (a).

Temos 26 + 26 426 426 — 4% = 4 x 26 — 4% Ha varias maneiras de calcular isso.
Solugao 1: 4 x 26 — 41 =4 x (22)3 —4* =4 x 43 —4* =4+ — 44 = (.

Solugdo 2: 4 x 20 — 4% = 4(2°6 — 43) = 4[2° — (2%)3] = 4[26 — 26] = 0.

Solugao 3: 4 x 26 — 41 =22 x 26 — (22)1 =28 — 28 = (.

Seis retdngulos — A opgao correta é (e).

124

OBMEP 2010



Solucoes do Nivel 1

43.

44.

45.

A partir da figura, vemos que o comprimento a dos
retangulos menores é o dobro da sua largura b, isto
é, a = 2b. Temos, entao,

a+b=2b+b=3b=2l,

ou seja, b =7 cm e a = 14 cm. Portanto, o com- b
primento do retangulo maior é 4b = 28 e sua area
& 21 x 28 = 588 cm?. “ ¢

Duas populagoes — A opgao correta é (e).

Seja p a populacao de Tucupira ha trés anos. Como essa populagao cresceu 50%,
atualmente Tucupira tem p + 50% de p habitantes, ou seja,

P+ ﬂp =p+0,0p=1,5p habitantes.
100
Como a populacao de Pirajussarai nao cresceu nesses 3 anos e ha 3 anos era igual
a de Tucupira, podemos concluir que a populacao atual de Pirajussarai é p. Como a
soma das populagoes das duas cidades, hoje, é de 9000, obtemos p + 1,5p = 9000,
donde p = 9000/2,5 = 3600. Assim, a soma das duas populagoes, hé trés anos, era de
3600 x 2 = 7200 habitantes.

Trés balangas — A opgao correta é (d).

Na primeira balanca temos 3A + le = GEM. Na segunda, temos 2A + 4¢ = SH o
que ¢ equivalente a 1A + 2e = 4M. Logo, (3A + le) + (1A + 2e¢) = 6H + 4H, ou seja,
4A+3e = 10M. Assim, sera necessario colocar 10 quadrados no prato direito da balanca
(3) para que ela fique equilibrada.

Poucos domingos — A opgao correta é (c).

Um ano normal tem 365 dias e o ano bissexto 366. Da divisao de 365 por 7, obtemos
365 =52 X 7+ 1 e da divisao de 366 por 7 obtemos 366 = 52 x 7 + 2. Logo,

ano normal = 52 semanas + 1 dia
ano bissexto = 52 semanas + 2 dias

Portanto, um ano normal ou bissexto tem, no minimo, 52 e, no maximo, 53 domingos
(um domingo para cada uma das 52 semanas e, talvez, um outro domingo para o dia
ou os dois dias que completam o ano).

Cada um dos 12 meses do ano tem, no minimo, 28 dias e, no maximo, 31 dias, portanto,
tem, no minimo, 4 domingos e, no maximo, 5 domingos. Levando em conta que
12 x 4 = 48, concluimos que

i) Num ano de 52 domingos sobram ainda 52 — 48 = 4 domingos. Cada um desses
ficard num més diferente, porque nenhum més pode ter seis domingos; logo, temos
quatro meses com 5 domingos.

ii) Analogamente, num ano com 53 domingos restam 5 domingos, que ficardo um em
cada meés diferente. Portanto, nesse caso, teremos cinco meses com 5 domingos.
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52.

Metade de poténcia — A opgao correta é (e).
Antes de dividir a expressao por 2, colocamos 2! em evidéncia, obtendo
21243 x 210 =210(22 4 3 x 1) =210 x 7. Assim,

212 3 210 210 7
+ 5 a - 2X =29 x 7.

Minutos demais — A opgao correta é (d).

Dividindo 2880717 por 60, obtemos 2880717 = 48011 x 60 + 57. Isso significa que
2880717 min = 48011 h + 57 min. Podemos, entao, escrever:

2880717 min = 48000 h+ 11 h + 57 min.
—

2000 dias

Os 2000 dias nao interferem no horério que estamos procurando, e como 18 horas e 27
minutos sao exatamente 17 horas e 87 minutos, a resposta ¢ 18h87min — 11h57min =
6h30min.

Dois 6mibus — A opgao correta é (b).

O numero total de alunos nos dois 6nibus é 57 + 31 = 88 e %88 = 44. Para que cada
onibus tenha o mesmo ntimero de alunos, 57—44 = 13 alunos devem passar do primeiro
para o segundo Onibus.

Cubo de papelao — A opgao correta é (e). :

Com as pegas ilustradas ao lado podemos construir um cubo.

Algarismo das unidades — A opgao correta ¢ (c).

O tltimo algarismo de um miltiplo de 5 é 0 ou 5; 0s que terminam em 0 sao pares e
os que terminam em 5 sao fmpares. Como 1 X 3 X 5 x --- x 97 x 99 é fmpar, por ser
um produto de nimeros impares, e ¢ um miltiplo de 5, segue que seu algarismo das
unidades ¢é 5.

Regiao sombreada — A opgao correta ¢ (b).

A parte sombreada consiste em 10 metades de quadrados mais 3 quadrados inteiros, o
que equivale a % 10 + 3 = 5 + 3 = 8 quadrados inteiros. Logo, a fracao que representa
a parte sombreada é

drea sombreada  drea de 8 quadrados 8 4

area total  4area de 18 quadrados 18 9

Colorindo um mapa — A opgao correta é (b).

O estado A pode ser pintado de trés formas: verde, azul ou amarelo. Para qualquer
estado vizinho, por exemplo, o estado B, temos duas possibilidades, e os demais es-
tados tém suas cores determinadas. Logo, podemos colorir o mapa de 3 x 2 = 6 formas.
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Abaixo ilustramos duas dessas maneiras de pintar o mapa; em ambas, o estado A tem
a mesma Cor.

A

) f—

JE_—

53. Pintando um tabuleiro — A opgao correta é (c).

Para satisfazer as condigoes do problema, as cinco casas das diagonais, marcadas com *,
devem ter cores diferentes. Por isso, precisaremos de, no minimo, cinco cores distintas.
Denotemos essas cinco cores distintas por 1, 2, 3, 4 e 5 e vamos determinar como
podemos escolher as cores para as quatro casas restantes de modo a satisfazer as
condicoes pedidas. Uma maneira é dada a direita, a seguir.

* * 1 4 1|2
* 3 — 4131
* * 2 5 214

Logo, é possivel pintar as quatro casas restantes sem utilizar mais cores. Assim, bastam
cinco cores. A seguir, mostramos outras trés maneiras de colorir as casas.

2 3 21413 1 2 1132

1 — (411]2 4 — 2141

5 4 51214 3 5 3125
1 5) 11315
2 — 324
4 3 41112
Y 10X+Y

54. Numero X,Y — Temos X,Y:X+1—0:17;_esabemos que
10X +Y 3

Logo, 10X +Y = 3X + 3Y, ou seja, 7X = 2Y. Concluimos que 2Y é multiplo de 7 e,
como Y é um nimero inteiro entre 1 e 9, s6 temos a possibilidade Y = 7, donde X = 2.
Assim, o nimero é 2,7.

55. Construcao de casas — Como as casas sao vizinhas, podemos pensar nelas como
uma fila de casas com seis posi¢oes. Vamos dividir a contagem em casos, de acordo
com o nimero de casas de madeira que podem ser construidas.

(a) Nenhuma casa de madeira: aqui hd apenas uma maneira de construir as casas,
ou seja, todas de alvenaria.
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58.

99.

(b) Uma casa de madeira: aqui temos seis maneiras de construir as casas, pois a casa
de madeira pode ser qualquer uma delas, sendo as outras de alvenaria.

(c) Duas casas de madeira: as casas de madeira podem ocupar as seguintes posigoes:
le3,1e4d4,1eb,1e6,2e4,2eb5,2e¢6,3ebH,3eb6oudeb Aquitemos 10
maneiras.

(d) Trés casas de madeira: as casas de madeira podem ocupar as seguintes posigoes:
1,3e5;1,3e6;1,4¢e6;2,4e6. Aqui temos quatro maneiras.

(e) Quatro ou mais casas de madeira: impossivel, pois é facil ver que, nesse caso,
sempre teremos duas casas de madeira contiguas.

Dessa forma, ha 1+ 6 + 10 + 4 = 21 maneiras de planejar a construcao.

Comparagao de grandezas — A opgao correta é (c).

1
Temos 1000 + 0,01 = 1000,01 e 1000 x 0,01 = 1000 x 100 = 10, bem como

1000 1000
00l - 1 = 1000 x 100 = 100000

100

e 0,01/1000 = 0,00001. Finalmente, 1 000 — 0,01 é menor do que 1000 (ndo sendo pre-
ciso efetuar o calculo para obter esta conclusao), de modo que o maior desses nimeros
¢ 1000/0,01.

Maior nimero de seis algarismos — A opgao correta é (c).

Solugao 1: Para que seja o maior possivel, o nimero deve comecar com o maior
algarismo. Para termos seis algarismos sem mudar a ordem, o maior é 8 e, depois, 7.
Agora faltam quatro algarismos para completar o niimero, portanto, escolhemos 9 103.
Logo, o nimero é 879 103.

Solugao 2: As opcoes D e E nao servem, pois a ordem foi alterada. Como nas opgoes
A, B e C nao foi alterada, basta escolher o maior niimero dentre essas opgoes, que é C.

Qual é o numerador? — A opgao correta é (a).

1 4 1 6
Como kY e =50 entao n s6 pode ser igual a 5.

Correndo menos — A opcao correta ¢é (a).

1
Solugao 1: A distancia percorrida é d = 10 Tm X 6min = 10 Tm X 6 X &0 h = 1km.

Percorrendo essa mesma distancia de 1 km em 8 minutos, a velocidade sera

1k 1k 1
_ rln = @km/h: —5km/h: 7.5km/h.
8min 88X gh 8 2

()

Solugao 2: Podemos usar diretamente a regra de trés, como segue.
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61.

62.

63.

64.

Velocidade em km/h Tempo em horas
10 — —
60
8
x — —
60

Velocidade e tempo sdo grandezas inversamente proporcionais (aumentando a veloci-
dade, diminui o tempo), logo z/10 = (%)/(%) = 6/8, portanto, x = 60/8, ou seja, a

velocidade seré 60 15
T=-g km/h = ?km/h =7,5km/h.

Cinco vizinhas — “Heloisa chega a seu andar depois de Elza, mas antes de Cldudia”
significa que Helofsa mora acima de Elza e abaixo de Claudia e “Quando Sueli chega
ao seu andar, Heloisa ainda tem 2 andares para subir, e o mesmo ocorre a Patricia
quando Elza chega ao seu andar” significa que Heloisa mora dois andares acima de Sueli
e Patricia dois andares acima de Elza. Entretanto, como Sueli nao mora no primeiro
andar e Helofsa mora dois andares acima de Sueli, ou Sueli mora no segundo e Heloisa

no quarto ou Sueli mora no terceiro e Helofsa no quinto. Mas
Claudia mora acima de Heloisa, portanto Heloisa nao pode
morar no ultimo andar, o quinto. Assim, Sueli mora no se-
gundo andar, Helofsa no quarto e Claudia no quinto. Final-
mente, Patricia mora dois andares acima de Elza, logo Elza
mora no primeiro andar e Patricia no quarto andar.

52 andar | Claudia
4° andar | Heloisa
32 andar | Patricia
22 andar Sueli
12 andar Elza

Poténcias de 9 — A opgao correta ¢ (d).

9% 4920 4 9% = 3 x 9% — 3 x (32)* =3 x 310 = 3%,

Dois nimeros — A opgao correta é (c).

Como a diferenga é 989 e 0 menor niumero tem dois algarismos (sendo, portanto, maior
do que 9), o ntimero de trés algarismos deve ser maior do que 989 + 9 = 998, de modo
que a tnica opgao ¢ 999. Assim, o niimero de dois algarismos é 10 e a soma dos dois é
999 + 10 = 1 009.

Menor natural — A opgao correta é (d).

Observe que 10" — 1 é um nimero que tem todos os seus algarismos iguais a 9. Note,
também, que um multiplo de 37, da forma 37 X n, s6 termina em 9 se n terminar em
7. Entao, os menores multiplos de 37 terminados em 9 sao 37 x 7 = 259, 37 x 17 = 629
e 37 x 27 = 999. Como 999 = 103 — 1, segue que n = 3.

Imunes a gripes — A opcao correta é (a).

Contrairam a gripe 0,15% de 14 000 000, ou seja,

0,15
100

x 140000 000 = 0,0015 x 14 000 000 = 21 000

pessoas. Portanto, nao contrairam a gripe 14 000 000 — 21 000 = 13979 000 pessoas.

OBMEP 2010 129



Solucoes do Nivel 1

65. O cddigo secreto — A opgao correta é (b).

O codigo s6 pode ser formado com os algarismos 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8, ¢ 9.

1123

Da primeira informacao temos que 1, 2 e 3 nao fazem parte do cédigo 1 g 8
(nameros que nao fazem parte estdo sublinhados nas tabelas). Da ter- ABEE
ceira informacao, concluimos que 6 faz parte do cédigo, e sua posi¢ao é 5 Z ;

6 6.

—————— M §14(3
. . . 1 112]3

Da segunda informacgao segue que 4 e 5 nao fazem parte do codigo e a 11576
posi¢ao do 6 no codigo ¢ 6. Da tltima informacao s6 temos 8 115
que o codigo é da forma 8 6. Com a quarta informagao completamos FTAT
o codigo: 876. é 1 5

66. Parénteses, colchetes e chaves — A opgao correta é (e).

As ordens de prioridade para resolver uma expressao sao

parénteses — colchete — chaves
A , — = — —

10 20 30
e
multiplicagoes e divisdes — somas e subtragoes .
A ~ g A ~~ g
12 20
Assim,

|

2

ool )

2
=2-2{2—-(—4)}=2-2{2+4}=2-2x6=2-12=—10.
6 12

67. Ordenando fragoes — A opgao correta é (a).

Solugao 1: O minimo multiplo comum (MMC) dos denominadores é 30. Reduzindo
todas as fracoes a esse denominador comum, temos

4 40 4 24 4 20 3 18 6 36 2 12

330 5 30 6 30 5 30 5 30 5 30
Ordenando,
12 18 20 24 36 40

30 ~30 T30 30 "30 30
Concluimos que

<= <
5 5

234<<
6 5 3

<464
5
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68.

69.

70.

71.

Solucgao 2: Escrevendo as fragoes na forma decimal, temos

4 4 4 3 6 2

-=133..., -=0 - =066..., -—=06, —=12 - =0,4.
3 73 ) 5 787 6 07 ) 5 ) 5 ) e 5 Y
Logo,
2 - 3 - 4 - 4 - 6 - 4
5 5 6 D ) 3
BN s s
0,4 0,6  0,66... 0,8 1,2 1,33...

)

Nimeros de trés algarismos — A opgao correta ¢ (e).
Por serem maiores do que 200, seus algarismos das centenas s6 podem ser 3 ou 5.

Comegando com 3, temos 315 e 351 (que nao repetem algarismos) e 311, 313, 331, 335,
353, 333 e 355 (repetindo algarismos), ou seja, nove nimeros.

Comecando com 5, basta trocar o 3 com o 5 nos niimeros acima. Logo, temos 9 desses
nameros. Assim, temos um total de 18 ntimeros que podem ser escritos usando apenas
os algarismos 1, 3 e 5.

Velocidade de maratona — A opcao correta é (d).

O tempo que o vencedor gastou foi de

1 9
13h45min — 11h330min = 2h15min =2 + 1 h = 1 h.
Logo, a velocidade média, em km /h, é
espago percorrido em km _ % _ 168 — 18,6 km/h.
tempo gasto em horas I 9

Bilhetinhos com nimeros — A opgao correta ¢é (c).

Se todas as alunas escrevessem o numero 1, o produto seria 1, que nao esti entre
as opgoes. Logo, 2 ou 4 sao fatores do produto e, por isso, o produto deve ser uma
poténcia de 2. O maior produto possivel seria obtido no caso em que todas as 5 alunas
escrevessem o nimero 4, e o produto seria

Ax4x4x4xd4=4>=29=1024.

Logo, podemos eliminar 2048. Agora temos que:

e 100 e 120 sao divisiveis por 5, logo nao sao poténcias de 2;

e 768 ¢ divisivel por 3 (7 + 6 + 8 = 21), logo néo ¢é poténcia de 2.

A tnica resposta possivel é 256 = 28. Seria, por exemplo, o caso em que duas alunas
escrevessem o nimero 2 e trés escrevessem o nimero 4, com 256 =2 X 2 X 4 X 4 x 4.

Produto de fragoes — A opgao correta é (d).

1 1 1 1 1 2 3 4 1
0-D0-D0-D0-3) - 4xdxdei-}
2 3 4 S 2 3 4 5 5
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73.

74.

75.

76.

. Produto mdximo — A opgao correta é (a).

Basta examinar os produtos dos ntimeros naturais cuja soma ¢ 11.

11=1+10 e 1x10=10 11=2+9 e 2x9=18
11=3+8 e 3x8=24 11=4+7 e 4xT7=28
11=54+6 e 5x6=30

Quem € o cubo? — A opgao correta é (c).

Temos 3™ = 81 = 3%, donde m = 4. Logo, m® = 4% = 4 x 4 x 4 = 64.

Qual é o maior? — A opgao correta é (c).

Somando 3 a todos os membros, obtemos a —14+3=b+2+3=c—3+3=d+4+3,
de modo que a +2=0+5=c=d+ 7, mostrando que ¢ é o maior dos niimeros.

Quatro formiguinhas — A opgao correta é (b).

O trajeto de Biloca é 3 diagonais + 4 larguras + 2 comprimentos. O trajeto de Pipoca
de 25 dm compreende 5 diagonais, logo o comprimento de uma diagonal é 25 + 5 =
5 dm. O trajeto de Tonica de 37 dm compreende 5 diagonais mais 4 larguras da lajota,
ou seja, 25 + 4 larguras = 37, donde 4 larguras = 37 — 25 = 12 dm e a largura de
uma lajota é 3 dm. O trajeto de Cotinha de 32 dm compreende 5 comprimentos + 4
larguras, ou seja, 5 comprimentos + 12 = 32, donde 5 comprimentos = 32 — 12 = 20
e o comprimento de uma lajota é 4 dm. Assim, Biloca percorre

3 diagonais + 4 larguras + 2 comprimentos = 15 + 12 + 8 = 35 dm.

TV TV TV
3x5 4x3 2x4

Trocando figurinhas — A moeda de troca de Guilherme sao as figurinhas de aranha,
portanto calculamos o wvalor-aranha das figurinhas que Célia quer trocar, usando as
informacgoes dadas.

e 4 borboleta ® 12 tubarao © 24 periquito @ 72 aranha
—_—— ) —_——

4x3 12x2 24x3
e 5 tubarao © 10 periquito 9 30 aranha e (6 macaco © 24 aranha
—_— ——
5% 2 10x3 6x4
e 3 cobra ®) 9 periquito @ 27 aranha e 6 periquito @ 18 aranha
: 9x3 6x3
3x3 x X

Logo, Célia recebera 72 + 30 + 24 4 27 + 18 = 171 figurinhas de aranha.

77. Soma de fragées — A opgao correta é (d).

10+20+30+40+ 10 _@+£
10 104204+30+40 10 100

=10+0,1 = 10,1

132
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78. Geometria com palitos — A opgao correta é (c).

Para o triangulo foram usados 6 x 3 = 18 palitos, sobrando, entao, 60 — 18 = 42
palitos para formar os trés lados do retangulo. Da figura, temos que a largura do
retangulo é formada por seis palitos, logo o comprimento é formado por %(42 —6) =18
palitos. Como cada palito tem 5 cm de comprimento, a area do retangulo é dada por
6 x5 x 18 x5 =30x90=2700 cm?.

= ==

largura comprimento

79. Um incéndio e o bombeiro — A opgao correta é (c).

O sobe-desce do bombeiro a partir do degrau do meio até chegar ao dltimo degrau é
dado por
sobe sobe sobe
=~ A~ A=
+5 =7 48 47,
~—
desce
de modo que o bombeiro sobe 8 + 5 = 13 degraus acima do degrau do meio, chegando
ao ultimo degrau da escada. Portanto, a escada tem 13 degraus acima do degrau do

meio, e igualmente 13 degraus abaixo do degrau do meio. Portanto, a escada tem
13 + 1+ 13 = 27 degraus. Veja um esquema da movimentagao do bombeiro.

(3)sobe 8
(1)sobe 5 Ultimo
degrau
||||||||||I|||||I
HEEREE BRRR RN
Degrau
do meio
(2)sobe 7 (4)sobe 7

80. Arvore genealdgica — A opcao correta ¢ (c).

Na figura vemos que o pai de Evaristo é José. O irmao de José é Jean. O pai de Jean
¢ Luis. O irmao de Luis é André.

e irmao do pai de Evaristo = irmao de José = Jean

-~

José

e pai do irmao do pai de Evaristo = pai de Jean = Luis

~—
José
~ TV
Jean
e irmao do pai do irméao do pai de Evaristo = irmao de Luis = André
A g
vV
José
~ TV
Jean
A g

~—
Luis
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82.

83.

84.

85.

86.

. Colcha quadrada — A opgao correta é (b).

A colcha é formada de 5 x 5 = 25 quadradinhos, todos iguais. Ja os tridngulos sao
de dois tipos, o tipo I, que corresponde a meio quadrado e o tipo II, que corresponde
a 1/4 de um quadradinho. A parte em cinza é composta de 8 triangulos do tipo I, 8
triangulos do tipo II e 4 quadrados, ou seja,

8 triangulos tipo [+ 8 triangulos tipo I +4 quadrados = 10 quadrados.

4 quagrados 2 quagrados
40

10
Logo, a fracao correspondente & parte cinza é % =100~ 40%.

Falsas igualdades — A opgao correta ¢ (e).
Nenhuma igualdade esta correta.

(i) Errada: 3 x 10% + 5 x 10% = 3000 000 + 500 = 3000 500 # 8 x 10%.
1 1
(i) Errada: 23—1—2_3:23—1—? :8—|—§ #1=20
(iii) Errada, a multiplicacdo precede a soma: 5 X 8 4+ 7 = 40 + 7 = 47 # 75.

(iv) Errada, a divisdo precede a soma: 5+5+5=5+1=06# 2.

Menor valor da soma — A opgao correta ¢ (c).

Seja N o ntimero dado por N = 3a = 4b = 7c. Entao, o nimero N é um miiltiplo de
3, 4 e 7. Portanto, quando fatoramos o nimero N em fatores primos, aparecem, pelo
menos, os fatores 2, 3 e 7, o primeiro dos quais com expoente, no minimo, igual a 2.
Segue que N ¢ um miltiplo de 22x3x 7 = 84. Por outro lado, os niimeros a = 4x7 = 28,
b=3xT7=21ec=4x3 =12 satisfazem as igualdades 3a = 4b = 7c. Logo, a = 28,
b =21 e c = 12 sao os menores valores possiveis para a,be ce 28+21+12=61¢ o
menor valor possivel para a + b+ c.

Procurando um quadrado perfeito — A opcao correta é (d).
Fatorando 120 obtemos 120 = 23 x 3 x 5. Para obter um quadrado perfeito, todos os
expoentes dessa decomposicao devem ser pares, logo basta multiplicar 120 por
2 x 3 x5 =30
De fato, temos, 120 x 30 = 23 x 3 x 5 x 2x 3 x 5 = 2% x 32 x 52 = (22 x 3 x 5)? = 602

Visitas num museu — A opgao correta é (c).

Observe que os tnicos algarismos que nao aparecem no nimero 1879564 sao 0, 2 e
3. O proximo nimero com todos os algarismos distintos ocorrerd quando mudar o
algarismo das centenas e tivermos 18796_ _. Logo, o menor ntimero sera 1879602 e
ainda faltam 1879602 — 1879564 = 38 visitantes.

Ligando nuimeros por flechas — A opgao correta é (e).

—_
O caminho-padrao é o que se repete, a saber, l/ l—i formado por seis flechas,
sempre comecando nos multiplos de 6, ou seja, em 0, 6, 12, etc. Vamos averiguar qual

134

OBMEP 2010



Solucoes do Nivel 1

87.

88.

89.

é a posicao de 1997 em relagao ao multiplo de 6 mais préximo. Dividindo 1997 por 6,
obtemos 1997 = 6 x 332 + 5, correspondendo a 336 caminhos-padrao mais o resto de
5 flechas. Portanto, 1998 é multiplo de 6 mais proximo de 1997, ocupando a primeira
posi¢cao no caminho-padrao. Assim,

1998 —> 1999

1997 2000

¢ o caminho que ocorre entre 1997 e 2000.

Muiltiplos de 9 — Um niimero s6 ¢ um miltiplo de 9 se a soma dos seus algarismos
for um multiplo de 9.

(a) O namero deve ter 9 algarismos iguais a 1, ou seja, 111111 111.

(b) Devemos usar o maior nimero possivel de algarismos iguais a 2, todos ficando nas
casas mais a direita. Assim, o menor nimero é 12 222.

A florista — Se a florista vender as flores sem desidrata-las, ela vai apurar um total
de 49 x 1,25 = 61,25 reais. O peso das flores depois da desidratacao é

(1—%)><49:%><49:14kg.

Logo, vendendo as flores desidratadas, ela apura um total de 14 x 3,25 = 45,50 reais.
Assim, a florista ganha mais no processo sem a desidratagao.

Divisores — Como 2, 3, 5 e 7 sao primos, os divisores do niimero N = 2% x 3% x 5¢ x 7¢
sao os numeros da forma 2™ x 3" x 5 x 79, com 0 < m < a,0<n<b 0<p<ce
0 < g <d. Portanto, N tem (a+1) X (b-+1) x (¢+1) x (d+ 1) divisores. Decompondo
378 em fatores primos, encontramos 378 = 2 x 3% x 7, portanto queremos a, b, ¢ e d tais
que

(a+ D) x (b+1D) x(c+1D) x(d+1)=2x3*xT.

Por outro lado, para N ser minimo, os expoentes devem ser ordenados do maior para
0 menor, isto é, a > b > c > d.

Afirmamos que d > 0, pois se d = 0 entao a+ 1, b+ 1 ou ¢+ 1 tem dois fatores maiores
do que 1. Se a+ 1 =mn, com m > n > 1, temos que

20 _ 2mn—1 — 2m—12mn—m — 2m—1(2m)n—1 > 2m—18n—1 > 2m—17n—1
onde na penultima desigualdade usamos o fato que m > 3. Assim, temos que
2a3b5c7d > 2m—13b5c7n—1
e, portanto, encontramos um ntmero com a mesma quantidade de divisores, mas me-

nor. O argumento ¢é igual no caso em que b+ 1 ou ¢+ 1 tem dois fatores. Assim, d > 1
e restam somente as possibilidades dadas na tabela seguinte.
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a |blc|d|(a+1)b+1)(c+1)(d+1)=23T8
2012121 2l x 3 x3x2
1312122 14x3x3x%x3
8 1621 O9XxT7Tx3x2
6 [5]2]2 TX6x3x3
Por dltimo, como
220‘32_52_71 27 213‘32_52_72 257
=—=>1, = > 1
213.32.52.72 7 28.36.52.71 34

28.36.52.70 22.3
= >17
2.35.52.72 7

temos que o valor de N ¢ 26-3%-52 .72 Portanto, a =6,b=5,c=2e¢ d = 2.

90. O produto dos algarismos

(a)

(b)

Como 12 =2x6 =4 x 3 =2 x 2 x 3, devemos utilizar os algarismos 1, 2, 3, 4 e

6 cujos produtos sejam 12. Assim, temos:

e numeros com 2 algarismos: 26, 62, 34 e 43;
e nimeros com 3 algarismos:
— com os algarismos 1, 2 e 6: 126, 162, 216, 261, 612 e 621;
— com os algarismos 1, 3 e 4: 134, 143, 314, 341, 413 e 431;
— com os algarismos 2, 2 e 3: 223, 232 e 322.
Se P(n) = 0, entao o produto de seus algarismos ¢ igual a zero e, portanto, pelo
menos um dos algarismos do niimero n € zero. De 1 a 199 temos 18 ntimeros com

zero s6 nas unidades, 9 niimeros com zero s6 nas dezenas e ainda o ntmero 100,
totalizando 28 ntimeros:

10, 20,..., 90, 110,..., 190, 101, 102,..., 109.

0 s6 nas unidades 0 s6 nas dezenas

Queremos encontrar os inteiros positivos menores do que 200, cujo produto dos
algarismos seja maior do que 37 e menor do que 45. Por exemplo, 58 é um desses
numeros, porque 5x8 = 40. Em primeiro lugar, note que nao existem niimeros cujo
produto dos algarismos seja 38, 39, 41, 43 e 44, porque esses nimeros possuem um
fator primo maior do que 10 e, portanto, nao podem ser escritos como produto de
dois ou trés algarismos. Logo, restam apenas 40 e 42. Assim, os nimeros menores
do que 200 cujo produto dos algarismos

e ¢ 40 sao 58, 85, 158 e 185;
e ¢ 42 sao 67, 76, 167 e 176.

(d) O valor de P(n) é o maior possivel quando n =99 ou n = 199, quando

P(99) = P(199) = 81.
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91.

92.

93.

94.

95.

96.

Suco de laranja — Se Davi comprar seis garrafas individualmente, ele gastara
6 x 2,80 = 16,80 reais, que ¢ um valor maior do que o preco de uma caixa com
seis. Portanto, ele deve comprar a maior quantidade possivel de caixas. Nesse caso,
como 22 = 3 X 6 + 4, ele deve comprar trés caixas e quatro garrafas individualmente,
caso em que gastara 3 X 15+ 4 x 2,80 = 56,20 reais, que ¢ o minimo possivel.

A casa da Rosa — Como o quarto é quadrado, com uma &rea de 16 m?, suas

dimensoes sao 4 X 4 m. Da mesma forma, as dimensoes do quintal quadrado sao
2 x 2m. A sala tem uma area de 24 m? e uma dimen-

sao igual & do quarto; portanto, as dimensoes da sala sao 4 6
6 x 4 m. Assim, as dimensoes totais da casa sao 10 x 6 Quarto |4 Sala
m e a area total da casa ¢ de 60 m?. Logo, a cozinha tem
uma area de

Quintal 2

5 Cozinha

60 — 16 — 24 — 4 = 16 m>.

O passeio do Matias — Observe que ha 12 ruas, ou seja, lados de 100 metros, entre
os quatro quarteirbes. Também ha quatro esquinas, marcadas com  na figura, em
que se encontram trés ruas. Sempre que Matias passar por uma dessas quatro esquinas,

usard duas dessas trés ruas. Assim, pela regra que ele mesmo
se impos, quando voltar a passar numa dessas quatro esquinas,
termina o passeio. Portanto, em todo caminho que percorrer,
ha, pelo menos, duas dentre essas quatro esquinas % em que x *
nao usou todas as ruas que chegam a essas esquinas. Assim, o
caminho de comprimento maximo usa no maximo 10 ruas, ou
seja, tem um total de 1000 m. Na figura desenhamos um dos X
trajetos maximos. P

O adesivo oficial — Como o quadrado pintado da cor azul pode estar em qualquer
lugar, temos seis possiveis formas de escolher a posigao desse quadrado. Entre os cinco
quadrados restantes, precisamos pintar dois de amarelo, o que podemos fazer de 10
maneiras. Os trés quadrados restantes sao pintados de verde. Portanto, o prefeito tem
6 x 10 = 60 formas diferentes de escolher o adesivo.

Adigcao de nimeros — Efetuando a adig¢ao

111
a 000

a 998
+a 999

0 997

encontramos [J 997 = 22997, onde L = a+a+a+ 1. Logo, 22 =a+a+a+1 e,
portanto, a = 7.

Cubo perfeito e divisibilidade — Um cubo perfeito é um nimero da forma a?, onde
a ¢ um natural. Como 9% = (3?)* = 3%, os cubos perfeitos que dividem 3% sdo 1, 3% e
(32)3 — 36'
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98.

99.

100.

Localizacao de um ponto — O ponto indicado estd quatro marcas & direita de 19.
Entre 19 e 20 aparecem subdivisoes em 10 partes iguais, portanto, cada marca equivale
a 0,1 nessa escala. Assim, o ponto indicado é 19,4.

18 19 20

Cadlculo de porcentagem — Temos 58 acertos em 84 questoes, portanto, a razao de
acertos ¢ —. Dividindo 58 por 84, encontramos, aproximadamente, 0,69047 em 1, ou

69,047 em 100. Logo, o percentual &, aproximadamente, 69,047%.

Comparacao de algarismos — Os numeros que estamos procurando sao maiores do
que 400 e menores do que 600, portanto, o algarismo das centenas s6 pode ser 4 ou 5.
Como sao numeros ascendentes, o algarismo das dezenas é menor do que o algarismo
das unidades. Vejamos como escolher os algarismos das dezenas e das centenas.

56
67

57 78
40 g o A gg ,4{79 ;o 4{89

59

67
78
5¢ 68 ,5{79 ; 5 {89

69

Logo, temos 10 nimeros ascendentes com algarismo das centenas igual a 4 e seis ni-
meros ascendentes com algarismo das centenas igual a 5. Assim, temos 16 nimeros
ascendentes entre 400 e 600.

Muro colorido — Observamos que no momento em que escolhermos a cor de dois
tijolos vizinhos, a cor de todos os demais tijolos estara decidida.

C

| A | |
C | B A
| A | C |
c 1l Bl A

| B
A
| B
A

Assim, denotando os tijolos de acordo com uma de suas trés cores A, B ou C, e seguindo
a exigéncia de nao ter tijolos de mesma cor se tocando, obtemos uma distribui¢ao como
a da figura. Como a maior quantidade de tijolos estd marcada com A, num total de
seis, e os tijolos amarelos sao os mais baratos, devemos escolher tais tijolos amarelos.
Por outro lado, temos a mesma quantidade de tijolos B e C, quatro de cada tipo,
portanto, podemos escolher quatro tijolos azuis e quatro vermelhos. Assim, o menor
valor a ser pago na compra dos tijolos desse muro ¢ 6 X 6 +4 x 7+ 4 x 8 = 96 reais.
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101.

102.

103.

104.

Divisores e fatoragao — Como o produto dos dois fatores é 96, eles sao divisores
de 96. Decompondo 96 em fatores primos, encontramos 96 = 2° x 3, portanto, seus
divisores sao 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 32, 48 e 96.

Os divisores 96, 48, 32, 24 e 16 nao servem, pois seus quadrados ja sao maiores do que
208, sobrando 1, 2, 3, 4, 6, 8 e 12, cujos quadrados sao 1, 4, 9, 16, 36, 64 e 144.

Agora é facil ver que a tunica possibilidade é 64 + 144 = 208. Como 8 x 12 = 96, os
nameros sao 8 e 12.

O retangulo do Luis — Faremos a divisao com retangulos. Observamos que 24 = 6 x4
e 12 = 6 x 2, portanto, Luis pode fazer um primeiro corte a 4 cm no lado de 10 cm
e outro corte a 2 cm do corte anterior. Depois desses cortes, resta um retangulo de
tamanho 6 x 4. Por ultimo, como 16 = 4 x 4, basta fazer mais um corte a 4 cm no
lado que mede 6 cm. Os cortes estao ilustrados na figura seguinte, com indicacao das
dimensoes dos lados e das areas.

4 2 4
16 4
6 24 12
8 2

Comparacao de nimeros — Fatorando os niimeros e extraindo as raizes, obtemos

121 V112 = 11,
/729 = 93 = Qe
/38416 = V20 x TP = 2x7=14.

Logo, em ordem crescente, temos v/729, v/121 e v/38 416.

As moedas — Atribuindo o valor 1 as coroas e —1 as caras e somando os resultados
depois de cada jogada, inicialmente a brincadeira comega com soma 7 e queremos
chegar a cara e coroa alternadas, de modo que a brincadeira termina em 1 ou em
—1. Observamos que, em cada passo da brincadeira, temos as seguintes possibilidades:
trocamos duas coroas por duas caras e o valor da soma diminui em 4; trocamos uma
cara e uma coroa por uma coroa e uma cara e¢ o valor da soma fica inalterado; ou
trocamos duas caras por duas coroas e o valor da soma aumenta em 4. Portanto, é
impossivel partir de 7 como soma inicial e chegar a 1, mas vejamos que, efetivamente, é
possivel chegar a —1, isto ¢, a quatro caras e trés coroas. Como queremos obter quatro
caras nao consecutivas, precisamos de, pelo menos, quatro jogadas.
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105.

106.

107.

108.

As quatro jogadas, que fazem a soma passar de 7 para 3, de 3 para —1 e entao perma-
necer em —1, estao ilustradas na figura.

©,0 0060
ORORCRSEORORS
ORORCRSESRORO
ORCRONCRORORO
OASIORCRORSRO,

O preco do frango — A opcao correta é (b).

Como 81 = 3%, o valor do frango triplicou quatro vezes. O ntimero de meses trans-
corridos foi 4 x 6 = 24 meses, isto é, dois anos, ou seja, em janeiro de 2002 o frango
atingira o preco de R$ 81,00.

Ezxcursoes a Foz do Igua¢u — Temos um oOnibus com 27 — 19 = 8 lugares livres e
ainda precisamos acomodar os 53 — 8 = 45 participantes em 6nibus de 27 lugares. E
claro que um o6nibus s6 nao ¢é suficiente, portanto, precisamos de dois 6nibus e teremos
2 x 27 —45 = 9 lugares livres no tltimo 6nibus. Ficaram 27 —9 = 18 pessoas no 6nibus
incompleto.

As fracoes de Laura — Como a fracao é igual a um nimero inteiro, o seu numerador
deve ser um multiplo do seu denominador. Vamos testar todas essas possibilidades e
escolher as que satisfazem as condi¢oes do problema.

11 11
w =7, ﬂ =10 e & = 11 nao satisfazem;
2 2 2
2+5+11 6+11
ot 6 satisfaz; 36+l = 4 nao satisfaz;
3 5
2+5+11 24+3+6
% = 3 satisfaz e % = 1 nao satisfaz.

Assim, temos somente as duas respostas seguintes.

2+O+O_ o OrO+D_

® 5 Y

Cadlculo da unidade — A opgao correta é (e).
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109.

110.

111.

112.

113.

Como o algarismo da unidade de qualquer poténcia de 5 é 5, segue que o algarismo da
unidade de cada fator do produto é 5+ 1 = 6. Mas, 6 x 6 = 36, ou seja, o produto
de dois ntmeros terminados em 6 também ¢é um ntmero terminado em 6. Logo, o
algarismo da unidade desse produto ¢é 6.

Numeros cruzados

=[]l
~
=)

:

(NN
ESES
ot

~ | o fen ]~

] B
 Joo o ffffloo e

Ovos e magas — A opcao correta é (b).

Como o enunciado e a resposta sao percentuais podemos, nesse caso, estipular qualquer
prego e qualquer unidade monetaria, que a resposta sera, sempre, a mesma. O mais
simples, portanto, é supor que, inicialmente, uma duzia de ovos custava 100 e, portanto,
que dez magas também custavam 100. Como o preco dos ovos subiu 10%, o novo valor
dos ovos ¢ 110. O prego das magas diminuiu 2%, portanto, o novo preco de dez macas
é 98. Assim, enquanto antes gastava-se 200 na compra de uma duzia de ovos e dez
macas, agora gasta-se 110 + 98 = 208. Dai, temos que o aumento foi de 8 em 200, o
que corresponde ao percentual de

8 4
— = = 4%
200 ~ 100~ %

Divisao de nimeros decimais — A opcao correta ¢ (a).
Efetuando a divisao, temos

254,88 254830 144 x 177 x 10

= = 1440.
0,177 177 177

Almogo dos amigos — Os pregos de um prato mais uma vitamina sao

13,14 ., 16 , 17 , 18 , 20 , 20 , 21 , 23
NS S S R S NS N
7+6 T+7 7+9 1146 1147 1149 1446 1447 1449

Dentre esses, os que diferem por 6 sao 14 e 20, ou 17 e 23. Logo, temos duas solugoes:
ou Denise gasta 7+ 7 = 14 e Julio 14 4+ 6 = 11 + 9 = 20, ou Denise gasta 11 +6 = 17
e Julio 14 + 9 = 23.

Somas de trés em trés — Inicialmente, observe que se a maior soma de trés desses
numeros for 9, entao todos os nimeros devem ser menores do que 7, ou seja, 1, 2, 3,
4, 5 ou 6. Por outro lado, se a menor soma de trés desses numeros distintos for 6,
entao eles nao podem incluir 5 ou 6, restando 1, 2, 3 e 4. Verificamos que esses sao os
nimeros, pois

14243=6, 1+42+4=7,1+3+4=8 ¢ 2+3+4=9
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114.

115.

116.

117.

O passeio do Jorge — Lembrando que a distancia entre as arvores ao longo do
caminho é de 5 m, ilustramos o sentido do percurso de Jorge nas figuras.

N D e .
® ﬂl [ ] ﬂ GDT o lil
\ 4 \ 4 \ 4 U l \ 4 \ 4 \ 4 T & & U: l

(a) Caminhando inicialmente 32 m, ele toca em sete arvores, parando 2 m depois da
tltima arvore que tocou.

(b) Voltando 18 m, ele toca em quatro arvores, parando 1 m depois da tdltima que
tocou.

(c) Ao retornar 22 m, ele toca em cinco arvores, parando 1 m depois da ultima arvore
que tocou.

Assim, Jorge tocou em 7+ 4 + 5 = 16 arvores.

A descoberta do algarismo — Separando os nimeros cujos quadrados tém 1, 2 e 3
algarismos, temos,

com 1 algarismo: 1,2,3
com 2 algarismos: 4,5,6,7,8,9
com 3 algarismos: 10,11,12,...,31.

Até 312, o ntimero ja tem 3 + 12 + 66 = 81 algarismos. Abreviando algarismo por
“algs”, temos

12,22 3% 4% ...,9% 10%,...,31%.
N—— N ~~ 7N ~~ -
1x3 algs 2X6=12 algs 3X22=66 algs

Assim, faltam 100 — 81 = 19 algarismos para o 100°. Como s6 100? tem 5 algarismos,
e como 19 = 4 x 4 + 3, teremos mais 4 nimeros de 4 algarismos cada um, que sao 322,
332, 34? e 352, e mais os 3 algarismos (milhar, centena, dezena) do ntimero 362 = 1296,
como segue.
12,2232 4%, ...,9% , 10%,...,31% 32%,33%,342,352,12_9 6
NIRRT N AN 2 . ~~

4
' '

2x6=12 algs

1002alg

1x3 algs 3X22=66 algs 4x4=16 algs

Assim, vemos que o algarismo 9 ocupa a 1002 posigao.

OBMEP — Como peso de B+ peso de E = 6 e peso de M+ peso de P = 6, segue
que os pesos de M, P, B e E sao todos menores do que 6. Como nao ha dois discos
de mesmo peso, M, P, B e E nao podem pesar 3 e, portanto, os pesos desses quatro
discos s6 podem ser 1, 2, 4 e 5. Agora, peso de X+ peso de O = 13 e peso de
Z+ peso de O =9, portanto, peso de X = peso de Z + 4. Assim, a tnica opgao para
os pesos de Z e de X é 3 e 7. Por exclusao, o peso de O é 6. Assim, obtemos

peso de O + peso de B + peso de M + peso de E + pesode P =6+ 6+ 6 = 18.

Prédio misterioso — Primeiro observamos que os elevadores denotados por A, C, D,
E, F e H conduzem a recintos fechados em algum dos dois andares e, portanto, nao
levam a saida. Desconsiderando esses elevadores, nosso desenho de elevadores tteis é
0 seguinte.
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118.

119.

120.

B

entrada

saida

Assim, o caminho mais curto entre a entrada de um andar até a saida do outro consiste
em primeiro pegar o elevador B, depois o J e, por ultimo, o G.

Soma de fragoes

Solugao 1: Transformando as fragoes em nimeros decimais, obtemos

= = + ! ! = 0,1 —0,01+ 0,001 — 0,00001 = 0,0909 = 009
10 100 1000 10000 ’ ’ ’ o ~ 10000
Solugao 2: Efetuando a soma das fragoes, obtemos
1 1 N 1 1 1000-100+10—-1 909
10 100 1000 10000 10000 ~ 10000
Biblioteca — Ao comprar 140 livros, a biblioteca ficou com — do namero de livros,

2
portanto, 140 corresponde a %5 dos livros da biblioteca. Se % corresponde a 140

1 25
livros, %% corresponde a 140 = 2 = 70 livros e %5 a 70 x 25 = 1750 livros. A opgao

correta ¢ (a).

Comparacao de fragoes — Para que uma fracao seja menor do que 1, o numerador
deve ser menor do que o denominador. Eliminando as repeticoes, obtemos a lista

seguinte.
- . 1
(a) 1 fracdo com denominador 2: 3
~ . 1 2
(b) 2 fragdes com denominador 3: 3°3
~ . 1 2 3
(c) 2 fragoes com denominador 4: T 1 %1
~—
1/2
1 2 3 4
(d) 4 fragdes com denominador 5: —, —, — e —
5 5 5 )
1 2 3 4 5
(e) 2 fragoes com denominador 6: -, =, =, = e =
6 6 6 6 6
—~— M
/3 1/2 23
1 2 3 4 5 6
f) 6 fragd d inador 7: =, =, =, =, = e —
(f) 6 fragoes com denominador = T T m om €
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121.

122.

123.

1 2 3 4 5 6 7
4 fraco d inador 8: — N _ e Z _
(g) 4 fragoes com denominador T Y 3 T 3 3 °3
~— ~— ~—
1/4 1/2 3/4
1 2 3 4 5 6 7 8
(h) 6 fragdes com denominador 9: —, — — - — —  — e —.
9°9 9 9 9 9 9 9
1/3 2/3

Assim, temos 27 dessas fragoes.

Divisao com resto — Se a divisao de 2007 por algum ntmero deixar resto 5, entao
esse numero divide 2007 — 5 = 2002. Assim, calculamos todos os divisores de 2002 =
2 x 7 x 11 x 13, listados na coluna da direita da tabela seguinte.

1
2002|2 |2
10017 (7, 14

143 |11 |11, 22, 77, 154
13 |13 |13, 26, 91, 182, 143, 286, 1001, 2002
1

Como o resto 5 deve ser menor do que o divisor, dividindo 2007 por qualquer um dos
14 numeros seguintes deixa resto 5:

711,13, 14, 22,26, 77,91, 143, 154, 182, 286, 1001 e 2 002.

Panelas — Convertendo 1 kg em 1000 g, temos que as duas panelas juntas, mais a
carne, pesam 645 + 237 4+ 1000 = 1882 g. Logo, cada panela, mais o seu contetido de
carne, deve pesar 1882 + 2 = 941 g. Assim, José colocou:

941 — 645 =296 g e 941 — 237 =704 g

nessas duas panelas.

Dominos — Como 2 x 3 = 6, podemos comecar supondo que os dois dominés [1-1]
e estejam na posi¢ao certa. Se isso for verdade, e como 1 x 3 = 3, resulta que
o algarismo na dezena do resultado deve ser 3, portanto precisamos trocar o dominé
pelo dominé , de tal forma que o 3 fique na dezena. Como temos um 2 na
centena do resultado, a centena do primeiro nimero precisa ser um 4. Com essa troca,
a posicao dos dominés fica correta, como pode ser visto na figura.

..O. o R .

o e o 1 5412

X, 3

° 16236
°
e 0o o ° ° ° °
° ° ° °
e oo ®le ° °
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124.

125.

126.

127.

128.

Cddigo secreto — A tnica maneira de obter 360 = 23 x 3% x 5 como produto de trés
nimeros de um algarismo cada um ¢ 360 = 9 x 8 x 5. Como A ¢ o menor dos trés,
A=5TLogo B=8eC =9, 0ouB=9e(C =8, ambas opgoes com AA+ BB+ CC =
55 + 88 + 99 = 242. Logo, temos duas possibilidades para o codigo ABC, a saber, 589
ou 598.

Os doze pontos — No total, temos 11 possiveis quadrados, mostrados nas figuras
seguintes.

5 quadrados 4 quadrados 2 quadrados

Relogio — Vamos tentar uma data e um horario no mesmo ano de 1994. Ja que com
os nimeros dados nao podemos alterar o dia nem para 29 nem para 30, sem alterar
o ano, entao a data procurada nao esta no més 05. O seguinte més possivel é o 08.
Como precisamos da data mais proxima possivel, observemos que podemos formar o
dia 01, sobrando os algarismos 0, 2, 4 e 5 para formar a hora. A menor hora possivel
que podemos formar com esses algarismos é 02h45m, de modo que a data procurada é
1° de agosto de 1994, as 02 horas e 45 minutos.

Ldpis — A opgao correta é (b).

Vamos ver em quantas caixas podemos colocar o nimero méximo de lapis, que é 6 por
caixa. Nas 13 caixas nao é possivel, pois 13 x 6 = 78 é maior do que o niimero 74
do total de lapis. Em 12 caixas podemos ter 12 x 6 = 72, sobrando uma caixa, com
74 — 72 = 2 lapis.

Contagem — A cada 10 paginas, o algarismo 1 aparece uma vez nas unidades e, a
cada 100 paginas, aparece 10 vezes nas dezenas. Contando o nimero de paginas que
contém o algarismo 1 em cada faixa abaixo, temos

(a) 20 vezes entre 1 e 99:
1, 11, 21, 31, 41, 51, 61, 71, 81, 91, num total de 10 vezes na unidade;
10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, num total de 10 vezes na dezena.
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129.

130.

131.

132.

(b) 120 vezes entre 100 e 199:
101, 111, 121, 131, 141, 151, 161, 171, 181, 191: 10 vezes na unidade;
110, 111, 112, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 119: 10 vezes na dezena;
100, 101, 102, ..., 199, num total de 100 vezes na centena.

(c) 20 vezes entre 200 e 299:
201, 211, 221, 231, 241, 251, 261, 271, 281, 291: 10 vezes na unidade;
210, 211, 212, 213, 214, 215, 216, 217, 218, 219: 10 vezes na dezena.

Até a pagina 299, o numero 1 aparece 20 + 120 + 20 vezes, faltando, portanto, apenas
171 — 160 = 11 vezes. Os dois primeiros que aparecem depois de 299 sao dois na
unidade, em 301 e 311, e os nove primeiros das dezenas, em 310, 311, 312, 313, 314,
315, 316, 317 e 318. Assim, o livro tem 318 paginas.

Viagem a Recife — A opcao correta ¢ (b).

No momento em que a informagao foi dada, o tempo de voo que faltava era de 1h20min,

ou 4/3 de hora. Logo, nesse momento, a distancia até Recife era de 864 x 2 = 1152

3
km. Como estavamos a 1222 km da cidade de partida, a distancia entre essa cidade e
Recife deve ser 1152 + 1222 = 2374 km. Dentre as opgoes dadas, a mais proxima é

2400 km.

Praca — Como a 52 casa da Maria é a 122 casa do Joao, a diferenca entre as contagens
é de 7 casas e, portanto, a 1* casa da Maria é a 8 casa do Joao. Como a 30? casa da
Maria é a 52 casa do Joao, a 322 da Maria é a 72 do Joao. A casa seguinte ja é a 8 do
Jodo, ou seja, a 12 da Maria. Assim, a praga tem 32 casas.

Sequéncia de figuras — As figuras se repetem num grupo de seis, sempre terminando
com O, tanto o 12 quanto o 1662 grupo. Como 996 = 6 x 166, a tltima figura do 1662
grupo, ou seja, a 9662 figura, é O.

9962 1 0002

~~
A7*7<>7Q7®7D7 A 7A7*7<>7‘7©7,-/D\7 A?*?O? ‘ 7©7D7"'

12 grupo de 6 1662 grupo de 6

(a) A 10002 figura, portanto, & &.

(b) O primeiro < esta na 32 posigao, o segundo na 1 x 6 + 3 = 92 posicao, o terceiro
na 2 X 6 + 3 = 15% o quarto na 3 x 6 + 3 = 212 posigao, e assim por diante, até
o milésimo <, que aparece na 999 x 6 + 3 = 59972 posicao.

A brincadeira com o quadrado

Solugao 1: Convertendo metros em milimetros, temos 1 m = 1000 mm. Assim, o
quadrado ficou dividido em 1000 x 1000 = 10°® quadradinhos, cada um com 1 mm
de lado. Colocando lado a lado todos os 10° quadradinhos, teremos um retangulo de
comprimento

1+1+---4+1=10°x1=10° mm = 1 km.

106 parcelas
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133.

134.

135.

136.

Solucgao 2: O quadrado tem area igual a 1 m? = 10° mm?2. A area A do retangulo é
a mesma do quadrado. Como a largura do retangulo mede ¢ = 1 mm, resulta que o
comprimento ¢ do retangulo, em milimetros, mede
A 108
c=— =" =10° mm.
l 1
O codigo da Arca do Tesouro — Nas duas tabelas seguintes mostramos unicamente

os grupos de trés niimeros em casas sucessivas, horizontais ou verticais, cuja soma seja
14.

91411 9 9 1
7134 3 31418
8124 2 2155
7152 7 D715
7161 2 612
6171 3 3167

Assim, quando eliminamos esses niimeros da tabela inicial, os nimeros que sobrevivem
sao somente os indicados na tabela seguinte.

3 4
6

2

Portanto, a soma dos niimeros que restam ¢ 54446+ 4 + 8 + 2 = 29, que ¢é o codigo
da Arca do Tesouro.

(0,2)*+1 _ 0,008+1 1,008

Operacoes com decimais — Temos =
0,2+1 1,2 1,2

= 0,84.

Fatores inteiros — Como o produto dos dois fatores é 96, eles sao divisores de 96 =
2% x 3, ou seja, os possiveis fatores positivos sdo 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 32, 48 ¢ 96.

Os tnicos com quadrado menor do que 208 sao 1, 2, 3, 4, 6, 8 e 12, cujos quadrados
sao 1, 4, 9, 16, 36, 64 e 144.

A tnica maneira de obter 208 como soma de dois dos numeros listados acima, é
64 + 144 = 208. Assim, os tunicos fatores positivos sao 8 e 12. Logo os tnicos fa-
tores inteiros cuja soma dos quadrados ¢ 208 sao 8 e 12 ou, entao, —8 e —12.

Divisibilidade — A opgao correta ¢ (b).

O numero é divisivel por 45 = 5 x 9, portanto é divisivel por 5 e 9. Todo nimero
divisivel por 5 termina em 0 ou 5. Assim, b = 0 ou b = 5. Todo nimero divisivel
por 9 tem como a soma dos seus algarismos um nitimero que é multiplo de 9. Logo,
6+a+7+8+b=21+a+0bémultiplode 9. Comoa <9, eb=0oub=>5, temos
21 <21+4+a+b< 214945 = 35. Mas, o tinico multiplo de 9 entre 21 e 35 é 27. Logo,
21 4+ a+ b= 27. Concluimos que a + b = 6 e o nimero procurado é 61 785 ou 66 780.
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138.

139.

140.

141.

142.

143.

. Numero stmples — Com 1 algarismo, temos os nimeros simples 1 e 2; com 2 algaris-

mos, temos os 22 = 4 ntimeros simples 11, 12, 21 e 22; com 3 algarismos, temos os 2% = 8
nameros simples 111, 112, 121, 122, 211, 212, 221 e 222. Com 4 algarismos, temos
2% = 16 ntimeros simples, com 5 algarismos, temos 2° = 32 ntimeros simples e com 6
algarismos, temos 2° = 64 ntimeros simples. Como um ntimero inferior a 1 milhao tem,
no méximo, 6 algarismos, resulta que existem exatamente 2+4+8+16+32+64 = 126
ntmeros simples menores do que 1 milhao.

Venda de TV — Sejam a o algarismo da dezena de milhar e b o da unidade. Como
o numero ¢é divisivel por 72 = 8 x 9, temos que 79b é um ntmero par divisivel por
8. Testando os valores de b = 0, 2, 4, 6 e 8, vemos que, necessariamente, b = 2. Um
namero é divisivel por 9 se a soma dos seus algarismos for um multiplo de 9. Entao,
a+6+7+942 =a+ 24 é um multiplo de 9 e, portanto, a = 3. Assim, na fatura
constava R$ 36 792,00 e, portanto, cada TV custou 36 792 <+ 72 = 511 reais.

Chocolate — Como 8x 1,35 = 10,8 é maior do que 10, Henrique comprou 7 barras de
chocolate e recebeu 10 — 7x1,35 = 0,55 reais, ou 55 centavos, de troco.

O quadradinho — Simplificando, obtemos

6400 000

1.6 x O =
/0 X 100

— 16000 = 1,6 x 10000 .

Assim, [J = 10000.

Dois niimeros — Como 12 é o MDC dos dois nimeros e cada um tem dois algarismos,
os Unicos candidatos sao os miltiplos de 12 menores do que 100, ou seja,

12, 24, 36, 48, 60, 72, 84 e 96.

Como 1728 = 12 x 12 x 12 = 2% x 33, os multiplos 60 (com fator 5) e 84 (com fator 7)
nao sao divisores de 1728. Também 1728 + 12 =144 e 1728 - 96 = 18, de modo que
a lista reduz a 24, 36, 48 e 72, com 24 x 72 = 36 x 48 = 1728. Como o MDC de 24 e
72 ¢ 24, temos uma tnica solugao, a saber, 36 e 48, cujo produto ¢ 1728 e o MDC ¢
12.

As idades dos irmaos — Dividindo 2000 por 7, obtemos 2000 = 7 x 285 + 5.
Logo, 2000 dias equivalem a 285 semanas, mais 5 dias. Como o dia 13 de marco de
2007 caiu em uma terga-feira, contando os 5 dias restantes, temos que o aniversario
do irmao de Carlos caird em um domingo. Agora, dividindo 2000 por 365, obtemos
2000 = 365 x 5+ 175. Assim, 2000 dias equivalem a, aproximadamente, cinco anos e
meio, portanto Carlos estara com 12 anos de idade.

A mistura de concreto — A opgao correta ¢ (e).

De acordo com os dados do problema, misturamos 1 kg de cimento com 3 kg de areia
e b kg de terra. Isso equivale a misturar 5 kg de cimento com 15 kg de areia e 25 kg
de terra, e essa mistura pesa 5 + 15 + 25 = 45 kg.
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144.

145.

146.

147.

148.

149.

Ponto na escala — A distancia entre os pontos inicial e final é de 12,62 — 12,44 =
0,18 unidades. Como estao marcados 18 intervalos, o comprimento de cada um deles
é de 0,18 = 18 = 0,01 unidades. O ponto P estd na 6* posicao a direita de 12,44,
portanto corresponde a 12,44 + 0,01 x 6 = 12,50.

O pomar do Francisco — A opgao correta é (c).

De acordo com os dados do problema, podemos observar que temos dois pares de
arvores vizinhas: as laranjeiras sao vizinhas dos limoeiros e as macieiras sao vizinhas
das pereiras. Como sao cinco fileiras e as macieiras e pereiras nao estao do lado das
laranjeiras e limoeiros, resulta que as tangerineiras estao na terceira fila, a do meio.

2

Quatro quadrados — Se a area de cada quadrado é 3 cm® e cada um deles esta

dividido em 16 quadradinhos, entao a area de cada quadradinho é — cm?. Como ha
um total de 6 quadradinhos superpostos nos 4 quadrados, temos que a area da figura
é

3 9 87

4x3—6x——=12—>-=—=1 2,
X 3 6><16 g g 0,875 cm

O fio de arame — A opgao correta ¢ (d).

A figura é composta de 3 semicirculos, o que exclui as opgoes (b), (c) e (e), e 4 segmentos
de reta, o que exclui a opgao (a), que s6 tem 3 segmentos.

Sequéncia de fésforos — A opgao correta é (c).

Observe que o nimero de fésforos da sequéncia é formado da seguinte maneira:

primeiro termo = 3+3=2x3=(14+1)x3;
segundo termo = 3+4+3+3=3x3=(2+1) x 3;
terceiro termo = 3+34+3+3=4x3=(3+1)x3.

Logo, o oitavo termo da sequéncia é (8 + 1) x 3 =9 x 3 = 27.

O trajeto das formiguinhas

(a) O trajeto de M a N compreende 14 comprimentos e 12 larguras das lajotas. Logo,
seu comprimento € 14 X 6 + 12 x 4 = 84 4 48 = 132 cm.
Como as duas formiguinhas percorrem a mesma distancia, cada uma deve andar
132 + 2 = 66 cm.

(b) Va%nGos acompanhar, desde o inicio, o percurso feito por Maricota até completar
os 66 cm:

2 comprimentos + 1 largura + 3comprimentos + 2larguras +
N—— —
2x6=12 4+12=16 18+16=34 8434=42

2 comprimentos + 1 largura + 1comprimento + 1/2 largura.
—————

—_———
12+4+42=54 4+54=58 6+58=64 2+64=66

O caminho de Maricota até o ponto de encontro esta indicado na figura.
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M. 12

T

34

16

R

150. A soma € 100

(a) Inicialmente observe que, como a soma dos trés niumeros ¢ 100 e o maior deles é
igual & soma dos outros dois, entao duas vezes o maior namero ¢ 100, ou seja, o

mailor numero é 50.

(b) Como 50 nao é primo, os outros dois nimeros sdo primos e tém soma igual a 50.
Por exemplo, 3 e 47 sao primos e 3 + 47 = 50. Portanto, os nimeros 3, 47 e 50

formam uma solucao do problema.

(c) Existem outras solugdes para o problema. Para encontré-las, escrevemos a lista de
todos os primos entre 1 e 50, ou seja, 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37, 41,43 e 47
e, para cada um desses numeros, verificamos se a diferenga para 50 também é
primo. Encontramos um total de quatro solucoes

42
64 3

66 §+——

4

8

Solugao 1 | 3 | 47 | 50
Solugao 2 | 7 | 43 | 50
Solugao 3 | 13 | 37 | 50
Solugao 4 | 19 | 31 | 50

151. Cédigo de barras — Lembre que a primeira e a tltima barra nao fazem parte do

codigo.

ponto de encontro

(a) Primeiramente, escrevemos o CEP dado com os algarismos 0 e 1:

00101 101000011000001 1100000011 00101 11000, .
e e e e e N

3 6

Em seguida, escrevemos o codigo de barras desse CEP:

0

(b) Primeiramente, escrevemos o codigo de barras dado com os algarismos 0 e 1 em

grupos de 5 algarismos:

Tt el i e el e e
01010 11000 01010 00110 11000 11000 01010 11000

Em seguida, escrevemos o CEP, que é 20240020.
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152. Atletas da escola — O ntumero total de alunos na escola ¢ dado
pela fragdo 12/12, que podemos representar graficamente por um
retangulo dividido em 12 partes iguais.

Denotemos por V, F e NE o niimero de alunos que jogam somente volei, somente futebol
e nenhum desses dois esportes, respectivamente. A informacao dada, em termos das
partes desse retangulo, é a seguinte:

e 0 1/4 dos alunos que jogam somente volei corresponde a trés partes;

e 0 1/3 dos alunos que jogam somente futebol corresponde a quatro partes;

e 0 1/12 dos alunos que nao jogam nem volei nem futebol corresponde a uma parte.

VIV |V |F
F |F | F | NE

(a) Sobram 4 partes do retangulo para os alunos que jogam volei e futebol, ou seja,
esses 300 alunos correspondem a 4/12 = 1/3 do total dos alunos da escola. Logo,
o total de alunos na escola ¢ 300 x 3 = 900.

1
(b) O total de alunos que jogam somente futebol é 3 900 = 300.

(¢) Os alunos que jogam futebol sdo os que jogam s6 futebol mais os que jogam
futebol e volei, ou seja, 300 4+ 300 = 600.

11
(d) O total de alunos que praticam um dos esportes é ITh 900 = 825, pois 1/12 dos

alunos nao jogam nem futebol, nem volei.

153. Dizima periodica

(a) Dividindo 1 por 22, obtemos % = 0,0454545 . ... Observe que o algarismo 4 esta
nas posigoes pares, ou seja, segunda, quarta, sexta, e assim por diante, enquanto
que o algarismo 5 esta nas posicoes impares, ou seja, a terceira, a quinta, a sétima,
e assim por diante. Como 1997 é um ntimero impar, temos que o algarismo da
19972 casa decimal é 5.

(b) Dividindo 1 por 27, obtemos 2—17 = 0,037037037 . ... Observe que os algarismos 0,
3 e 7 se repetem, sucessivamente, a cada trés casas decimais, sendo que

e 0 algarismo 0 esta nas posicoes 12, 42 72 . . ou seja, aquelas que, divididas
por 3, deixam resto 1;
e 0 algarismo 3 esté nas posicoes 22, 52 82 ..., ou seja, aquelas que, divididas
por 3, deixam resto 2 e
e 0 algarismo 7 esta nas posicoes 3%, 6%, 9, ..., ou seja, aquelas que sao mul-
tiplas de 3.
. . . 19973
Como a divisao 1997 =+ 3 deixa resto 2, o algarismo da 19972 9 665
casa decimal é 3. ~
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154.

155.

156.

Ana na corrida — Transformando minutos em horas, temos que 20 minutos corres-
pondem a 20/60 = 1/3 de hora. Assim, a velocidade de Ana deve ser maior do que

1
v="5/3=15km/h.

Quadradinhos e o buraco — Contando os quadradinhos retirados de cada linha,
temos que o ntimero desses quadradinhos ¢ 1+ 3 + 5+ 15+ 10 + 2 = 36. Como cada
quadradinho tem 1 cm? de area, a area do buraco é 36 cm?.

Para obter o perimetro do buraco, podemos simplesmente contar quantos lados de
quadradinhos tém o buraco, obtendo 42 lados, de modo que o perimetro mede 42 cm.
Entretanto, uma maneira alternativa de descobrir o perimetro do buraco é observar
que ele se estende por 6 linhas e 15 colunas, sendo que cada linha e cada coluna
ocupada pelo buraco contém exatamente dois lados de quadradinho que fazem parte
do perimetro. Logo, o perimetro do buraco mede 2 x (6 + 15) = 42 cm.

Quadrados perfeitos no reténgulo — Para resolver esse problema, convém listar os
quadrados perfeitos de dois algarismos, que sao

42 =16, 52 =25, 62 =36, 72 =49, 82 =64 e 9% =38l,
bem como os quadrados perfeitos de trés algarismos, que sao
102 = 100, 112 =121, 12% = 144, 13%> = 169, 14* =196, 15* = 225,

162 = 256, 172 = 289, 182 =324, 192 = 361, 207 = 400, 21° = 441,
222 = 484, 23% = 529, 24 = 576, 252 = 625, 262 = 676, 27% = 729,
282 = 784, 29% =841, 30> =900 e 31° = 961.

Em particular, vemos que todo quadrado perfeito de trés algarismos ¢ um ntmero
terminado em 0, 1, 4, 5, 6 ou 9.

Assim, estabelecemos que, dos quadrados perfeitos de dois algarismos,
25, 36 e 81 nao podem aparecer na terceira coluna, assinalada com X. X
Para essa coluna, restam apenas os quadrados perfeitos 16, 49 e 64, X
portanto, temos trés opgoes, como segue.

m o o am ;

(a) Vamos examinar cada uma das trés opgoes.

Opgao (I): Os quadrados perfeitos de trés algarismos terminados em 6 sdo 196,
256, 576 e 676. Como nenhum quadrado perfeito de dois algarismos 1
termina em 2 ou 7, os quadrados perfeitos 256, 576 e 676 nao podem [1]9 [ 6
aparecer na segunda linha, restando, apenas, 196.
Agora, os tnicos quadrados perfeitos de dois algarismos terminados em 1 e 9 sao,
respectivamente, 81 e 49. Obtemos a solugao seguinte, que é a tUnica dentro da

Opgao (I).

152
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Opgao (IT): Os quadrados perfeitos de trés algarismos terminados em 9 sao 169,
289, 529 e 729, de modo que a segunda linha pode ser preenchida apenas com o
quadrado perfeito 169. Na primeira coluna s6 pode aparecer o ntimero 81, por ser
o unico quadrado perfeito de dois algarismos terminado em 1.

4 8 4
11619 11619

Temos, agora, duas opgoes para preencher a tltima casa em branco: 1 ou 3.
No entanto, nem 814 nem 834 sdo quadrados perfeitos. Assim, a opgao (II) é
impossivel.

Opgao (III): Os quadrados perfeitos de trés algarismos terminados em 4 sao 144,
324, 484 e 784, de modo que a segunda linha pode ser preenchida apenas com
o quadrado perfeito 144 e, na primeira coluna s6 pode aparecer o niimero 81.
Agora, a tnica escolha para a casa em branco é o nimero 6.

6 81616
1144 11414

No entanto, 866 nao é quadrado perfeito. Logo a opgao (III) também é impossivel.

Pelo que vimos acima, existe apenas uma solucao, encontrada no item precedente,
8141
11916

a saber,

157. Awula de divisao

(a)

(b)
()

()

Temos 38 —4 =34 =2 x 17 =1 x 34, portanto, o = 17Tex =2, ou hw =34 ¢
* = 1.

Temos 75 = 6 x 12 + 3, portanto, % = 3 e x = 6.

Temos 3 x 7 = 21. Os possiveis restos da divisao por 3 sao 0, 1 e 2, portanto,
*=2led =0,0ou*x=22¢e % =1ou, ainda, x =23 e % = 2.

Temos 42 = 5 x 8 + 2, portanto, podemos trocar o divisor pelo quociente para
obter x =8 ¢ % = 2.

158. Linhas de 6nibus

(a)

Fatorando, temos 15 = 3-5 e 25 = 5%, portanto o menor multiplo comum de 15 e
25 & 75 = 3-52%. Assim, os dois dnibus passarao juntos novamente no ponto a cada
75 minutos, ou seja, a cada 1h15min. Logo, os 6nibus passarao juntos novamente
no ponto perto da casa de Quinzinho, as 7h30min + 1h15min = 8h45min.

Para obter os horéarios em que os Onibus passarao juntos no ponto de onibus
perto da casa de Quinzinho, devemos ir somando 1h15min, obtendo 8h45min,
10h, 11h15min, 12h30min, 13h45min, 15h, 16h15min, 17h30min, 18h45min, 20h,
21h15min, 22h30min e 23h45min. O préximo o6nibus s6 passa depois da meia
noite.
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159. Quadrados dentro de um retdingulo 14

(a) Como o menor quadrado tem 1 cm de lado, o lado do quadrado
A mede 1 x4 =4 cm e o lado do quadrado B mede 4 +1 =5
cm. O quadrado C' tem um lado em comum com o quadrado
B, portanto, o quadrado C' também tem 5 cm de lado. Assim,
o lado do quadrado maior mede 5+ 5+ 4 = 14 cm.

o
o
N

(b) Os lados do retangulo medem 14 cm e 14 + 5 = 19 cm, portanto, o perimetro do
retangulo é 14 x 2+ 19 x 2 = 66 cm.

160. Festa na escola

(a) A professora + 16 alunos + 1 monitor + 5 pais = 23 pessoas comerao os paes
de queijo. Para que cada pessoa possa comer pelo menos 5 paes de queijo, sera
necessario comprar, no minimo, 5 x 23 = 115 paes de queijo. Cada pao de queijo

pesa, em média, = 10 gramas, de modo que sera necessario comprar

10
10 x 115 = 1150 gramas de paes de queijo.

Como a precisao da balanca é de 100 g, arredondamos 1150 g para 1200 g e
obtemos a quantidade de pao de queijo que a professora deve comprar, em gramas.

1200
100

(b) Como = 12, temos que a professora gastara 12 x 3,20 = 38,40 reais.

1200

(c¢) A quantidade de paes de queijo comprada foi de = 120 paes. Logo, sobrarao

120 — 115 = 5 paes de queijo.

161. Az que fome

(a) Maria possui 5x0,50+7x0,254+4x0,10+5x%x0,05 = 2,504 1,754+0,40+0,25 = 4,90
reais.

(b) Tirando a passagem, restam R$ 4,00 para Maria fazer seu lanche. Observe que
Maria nao pode escolher uma empada e, se escolher um sanduiche, nao pode mais
comprar um refrigerante. Assim, Maria s6 tem as nove seguintes op¢oes de lanche.

Opgao 1 Opcao 2 Opcao 3 Opcao 4
Sanduiche: R$ 2,20 | Sanduiche: R$ 2,20 | Sanduiche: R$ 2,20 | Sanduiche: R$ 2,20
Suco: R$ 1,20 Suco: R$ 1,20 Refresco: R$ 1,00 Refresco: R$ 1,00
Cocada: R$ 0,40 Bombom: R$ 0,50 | Cocada: R$ 0,40 Bombom: R$ 0,50
Total: R$ 3,80 Total: R$ 3,90 Total: R$ 3,60 Total: R$ 3,70
Opcao 5 Opcao 6 Opgao 7 Opcao 8 Opcao 9
Pastel: R$ 2,00 | Pastel: R$ 2,00 Pastel: R$ 2,00 Pastel: R$ 2,00 Pastel: R$ 2,00
Suco: R$ 1,20 Suco: R$ 1,20 Refresco: R$ 1,00 | Refresco: R$ 1,00 | Refresco: R$ 1,00
Cocada: R$ 0,40 | Bombom: R$ 0,50 | Sorvete: R$ 1,00 | Bombom: R$ 0,50 | Cocada: R$ 0,40
Total: R$ 3,60 Total: R$ 3,70 Total : R$ 4,00 Total: R$ 3,50 Total: R$ 3,40
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162.

163.

164.

165.

166.

Advinhe — Somando 50 + 50 = 100 obtemos trés digitos e 41 — 32 = 9 tem um,
portanto, os nimeros procurados nao podem ser maiores do que 49, nem menores do
que 42. Como 43 é primo (bem como 47), meus nimeros sao quaisquer dentre 42, 43,
44, 45, 46, 47, 48 e 49, que nao tém divisor comum diferente de 1.

Produto de consecutivos — Em primeiro lugar, note que se trés niimeros sao conse-
cutivos, entao um deles ¢ divisivel por 3. Portanto, qualquer nimero que seja o produto
de trés ou mais ntimeros consecutivos, deve ser divisivel por 3. Mas, dentre os niimeros
dados, apenas 1680 ¢é divisivel por 3 e, além disso,

1680 =2 x3x5Xx7T=5x%x6X7XS8.

Logo, 1680 é o tunico dentre os trés nimeros dados que pode ser escrito como um
produto de quatro niimeros consecutivos.

Palindromos

(a) O proximo é 2112.
(b) O proximo palindromo impar é 3 003.

(c) Para ser primo, o palindromo nao pode ter quatro algarismos, pois todo niimero
palindromo de quatro algarismos é do tipo abba, que é divisivel por 11, ja que

abba = a00a 4+ bb0 = a x 1001 +bx 110 =a x 11 x 91 +b x 11 x 10
— (91a + 10b) x 11.

O primeiro ntimero palindromo de cinco algarismos é 10001 = 73 x 137, que nao
é primo. Os proximos possiveis candidatos sao

10101 =3367 x 3 e 10201 = 101 x 101.

Assim, o primeiro nimero palindromo primo depois de 929 é 10 301.

O maior MDC' — Designemos por d o maximo divisor comum dos seis ntmeros.
Entao, esses seis numeros de dois algarismos sao miltiplos distintos de d e podemos re-
formular a pergunta: queremos saber qual é o maior niimero d que possui seis multiplos
distintos menores do que 100.

Note que d, 2d, 3d, 4d, 5d e 6d sao todos multiplos de d. Logo, a melhor situacao possivel
¢ quando esses seis numeros sao os multiplos considerados. Para isso, é preciso que
6d < 99. Dividindo 99 por 6, obtemos o quociente 16 e o resto 3, ou seja, 99 = 6-16+3.
Logo, d = 16. Portanto, os seis ntimeros de dois algarismos cujo MDC é o maior possivel
sao 16, 32, 48, 64, 80 e 96. O MDC desses seis nimeros é 16.

Quantidade de dgua na Terra — Denotemos V = 1360000 000. Lembre que 1% =
1/100, portanto, 1% de V' é igual a 1360000 000/100 = 13600 000. Segue que:
97

e 97% = 100 = 0,97 e 97% de V vale 97 x 13600 000 = 1319200 000;
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40000 000 1
—— =0,0294 = 2,94 x — = 2,94%;
* 1360 000 000 0,029 94 100 94%;
1,8
e 18% = 100 = 0,018 e 1,8% de V vale

1,8 x 13600 000 = 24 480 000;

1
0,0006 = 0,96 x oo = 0.96% e 0,96% de V vale

0,96 x 13600 000 = 13 056 000;

250000

1
———— = 0,00018 = 0,018 X —— = 0,018%;
* 1360000000 ’ ’ 8 100 018%;

1
0,00001 = 0,001 x —o5 = 0,001% e 0,001% de V" vale

0,001 x 13600000 = 13 600.

Assim, a tabela completa é a seguinte.

Especificagoes Volume de 4gua em km? | Percentual | Forma decimal do percentual
Agua salgada 1319200 000 97% 0,97
Agua doce 40000000 2,94% 0,0294
Gelo 24480000 1,8% 0,018
Agua subterranea | 13056 000 0,96% 0,0096
Lagos e rios 250000 0,018% 0,00018
Vapor de agua 13600 0,001% 0,00001

167. Balas — Primeiramente, precisamos saber de quantas maneiras podemos obter 14
como soma de trés parcelas inteiras, cada uma delas maior do que ou igual a 3, isto &,

M=ottt
>3 >3 >3
14 =3 + 3 4+ 8
14 3 + 4 + 7
As parcelas possiveis sao 14 =3 + 5 4+ 6
14 =4 + 4 4+ 6
4 =4 + 5 + 5

Agora, para cada uma dessas possibilidades, podemos fazer diferentes distribui¢oes
entre as trés criangas, conforme a tabela seguinte. Observe que, quando as trés parcelas
sao diferentes, temos seis possibilidades e, quando duas sao iguais, temos apenas trés
possibilidades.
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168.

169.

170.

12 crianca | 22 crianga | 32 crianca
14=3+3+8 3 3 8

14=3+4+44+7

14=3+5+6

14=444+6

14=445+5

U O[O b O O O O W W 1 W Wwoo w
T Uk O R[0T Ww O WO Uk W W =Wwoo
B OOk B OO W OTWOo T Wk W b ww

Assim, temos 3+ 6 4+ 6 + 3 + 3 = 21 maneiras diferentes de distribuir as balas entre as
trés criancas.

Minutos — Observemos primeiramente que

5 5
éh: G x 60 min = 50 min,

de modo que a prova durou 4h50min. Somando as horas e os minutos, obtemos
12h35min + 4h50min = 16h85min.

Mas, 85 min = 1h25min. Logo, a prova termina as 16h85min = 17h25min.

Menor nimero — Um nimero s6 é divisivel por 4 se o nimero formado pelos seus
dois ultimos algarismos for divisivel por 4. Assim, usando apenas os algarismos 1, 2,
3, 4 e 9, as tnicas possibilidades sao 12, 24, 32 ou 92. Como 9 é o maior algarismo,
devemos coloca-lo “o mais a direita possivel”, de modo que 9 deve ser o algarismo da
casa das dezenas, ou seja, nosso numero termina com 92. Os outros algarismos 1, 3 e
4, devem aparecer em ordem decrescente & esquerda de 92, ou seja, os trés primeiros
algarismos do ntimero devem ser 134. Portanto, o nimero procurado é 13 492.

Contas do papagaio

(a) Temos 8 X540 4 54 2% 9 2L g, Logo, o papagaio grita 8.

(b) Devemos fazer a operagao inversa daquela que o papagaio fez, comegando da
ultima operacgao, ou seja, somar 1 ao nimero, multiplicar o ntimero por 6, depois
subtrair 14 e dividir por 5 o resultado:

3 I g X8 oq 1 10 25 9.

Logo, Antoénio soprou 2 no ouvido do papagaio.

OBMEP 2010 157



Solucoes do Nivel 1

171.

172.

173.

+1 6 —14 +5 <, , o
(c) Observe que 7 — 8 22 48 =5 34 =% 6,8. Como 6,8 ndo ¢ um ndmero inteiro,
Antonio nao vai sopra-lo ao ouvido do papagaio e, mesmo que soprasse, 0 papagaio
nao saberia realizar a primeira operacao, que seria multiplicar

6,8 x 5.

(d) Quando Antdnio sopra um numero n, o papagaio faz as operagoes

w6 Bn+14 1 Bn+ 14
n 23 5n 4 pp 14 26 2012 ”g

— 1.

O papagaio s6 saberd calcular a resposta se bn + 14 for divisivel por 6, ou
seja, se for da forma 6k, com k inteiro nao-negativo. Se bn + 14 = 6k, entao
bn + 2 = 6(k — 2) e, multiplicando ambos os lados por 5, resulta
25n + 10 = 6(5k — 10), donde n + 24n = 25n = 6(5k — 10) — 12 + 2, ou seja,
n = 6(bk — 12) + 2 — 24n = 6(5k — 12 — 4n) + 2. Assim, se Antdnio sopra um
namero n da forma 6m + 2, o papagaio faz as operagoes

6m+2 =% 30m+10 24 30m +24 S 5m4+4 L 5m+3

e grita o ntimero 5m + 3. Se n nao for dessa forma, o papagaio permanece mudo.
Logo, Antonio s6 pode soprar os nimeros

2,8,14,20,26,32,38, ...
e 0 papagaio s6 pode responder, respectivamente,

3,8,13,18,23,28,33,....

Soma maior que 34 — O maior nimero de quatro algarismos ¢ 9999, cuja soma dos
algarismos é 4 x9 = 36. Os numeros de quatro algarismos cuja soma dos algarismos é 35
sa0 8999, 9899, 9989 e 9998. Logo, temos cinco numeros de quatro algarismos
com soma dos seus algarismos maior do que 34, que sao os niimeros 8 999, 9 899, 9 989,
9998 e 9999.

Nenhum 1 — Fatorando 111111, obtemos 111111 = 3 x 7 x 11 x 13 x 37. Segue
dai que é possivel, sim, escrever o nimero 111111 como um produto de dois fatores,
nenhum deles terminando em 1. Por exemplo, 111111 = 3 x 37037. Mas existem
outras possibilidades, como, por exemplo, 111111 =7 x 15873.

Na verdade, é possivel listar todas as possibilidades. Sao elas
3x 37037, Tx15873, 13 x8547, 33 x3367, 37 x3003,

39 x 2849, T7 x 1443, 143 x 777, 259 x 429 e 273 x 407.

Logo, Roberto tem 10 opg¢oes para escrever 111111 na forma desejada.

Numeros equilibrados — Note que se um namero equilibrado tem os trés algarismos
distintos, diferentes de zero, entao, com os mesmos algarismos, obtemos seis niimeros
equilibrados. Para isso, basta trocar os algarismos de posicao. Por exemplo, 123, 132,
213, 231, 312 e 321.

158
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174.

175.

Se um dos trés algarismos do ntmero equilibrado for 0, entdo com esses algarismos
obtemos apenas quatro ntumeros equilibrados, pois o 0 nao pode estar na casa da
centena. Por exemplo, 102, 120, 201 e 210.

Assim, vamos variar apenas os algarismos da centena e da dezena. Como o algarismo da
unidade ¢ a média desses dois algarismos, esses dois algarismos devem ser ambos pares
ou ambos fmpares. Listamos os possiveis niimeros equilibrados a partir do algarismo
das centenas.

total de nimeros equilibrados

l:~ 111 ; 132 ; 153 ; 174 ; 195 ~ 14+4x6=25
2:~ 201 ; 222 ; 243 ; 264 ; 285 ~ 4+1+3x6=23
3~ 333 ; 354 ; 375 ; 396 ~ 14+3x6=19
4~ 402 ; 444 ; 465 ; 486 ~ 4+142x6=17
5~ 555 3 B76 ; 597 ~ 1+2x6=13
6~ 603 ; 666 ; 687 ~ 4414+6=11
T~ 77T, 798 ~ 146=7

8~ 804 ; 888 ~ 4+1=5

9:~ 999 ~ 1

Somando, temos 121 ntameros equilibrados de trés algarismos.

Numeros primos — Os numeros primos entre 70 e 110 sao

71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107 e 109.
Subtraindo 1 de todos esses ntimeros, obtemos a lista

70, 72, 78, 82, 88, 96, 100, 102, 106 e 108.
Dessa lista, os miltiplos de 3 sao 72, 78, 96, 102 e 108. Logo, os niimeros procurados
Sao 24=72+3,26=78+3, 32=96+3, 34 =102+ 3 e 36 = 108 = 3.
De fato, temos 24 x 34+1="73,26 x3+1=179,32x3+1=97,34x3+1 =103 ¢
36 x 3+ 1=109.

Quadro moderno

A

(a) ¥ () ¥

A figura (a) mostra como foi pintado o quadrado nas duas cores, mas ainda nao sabemos
qual dessas partes é azul ou verde. Para isso, dividimos o quadrado em quatro faixas
verticais, como na figura (b), com o que o quadrado ficou dividido em 16 quadradinhos
iguais. A parte nao hachurada compreende

4 meios quadrados + 8 quadrados = 10 quadrados.

~
2 quadrados
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176.

177.

178.

179.

Logo, a parte ndo hachurada corresponde a 10/16 do quadro, ou 5/8 e, portanto, a
parte hachurada corresponde a

16 10 6 3

6 16 16 8
Assim, a parte hachurada da figura é a que foi pintada de azul e corresponde a 3/8 do
quadro.

Encontro de amigos — Eu chegarei quando meu relégio marcar 10h05min, uma vez
que penso que meu reldgio estd adiantado cinco minutos. Como ele esta atrasado dez
minutos, chegarei, na verdade, as 10h15min. Meu amigo chegara quando seu relogio
marcar 10h, pois ele pensa que o relégio dele esta correto, mas, na realidade, serao
09h55min. Logo, meu amigo chegara vinte minutos antes de mim.

Trabalho comunitdrio — A resposta correta é (b).

O namero total de alunos dessa classe é 22 4+ 18 = 40, dos quais 60% foram prestar
trabalho comunitéario, isto é, 0,6 x 40 = 24. O ntimero minimo de alunas que participa-
ram desse trabalho ¢ obtido quando o ntimero de alunos que participaram ¢ maximo,
ou seja, quando todos os 22 alunos se envolverem no trabalho, restando o minimo de
duas vagas para as alunas.

Area de trapézios — A resposta correta é (e).

50 cm

Unindo os quatro trapézios, formamos um quadrado de 50 cm 30 em
de lado e, portanto, de 2500 cm? de drea. Como o “buraco”
quadrado tem 30 cm de lado, sua &rea é de 30 x 30 = 900 cm?.
Assim, a area de cada um dos quatro trapézios, em cm?, é dada
por (2500 —900) ~4 = 1600 + 4 = 400.

Adivinhag¢ao — Ja de inicio sabemos que o maior dos dois ntmeros

e ¢ par, por ser o dobro do menor, mas nao termina em zero, porque o0 maior e o
menor nimero nao possuem algarismos em comum,;

e seu algarismo das dezenas ¢ 2, no minimo, porque sua metade ¢ um niimero com
dois algarismos e

e a soma de seus algarismos ¢ 9, no maximo, porque essa soma ¢ um dos algarismos
do menor niimero.

Logo, o menor candidato a maior dos dois niimeros é 22 e o maior é 72. Depois de
22, o nimero par seguinte é 24, que desconsideramos porque sua metade é 12, que
repete o algarismo 2. Ja 26 ¢ candidato nesse critério, mas 28 nao ¢, por ter soma de
algarismos igual a 10. Continuando até 72, obtemos todos os candidatos, indicados na
tabela seguinte.
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Por verificacao, temos que 34 e 17 é a tnica solucao, tendo sido os dois ntmeros em
que pensei.

180. Dezoito nimeros consecutivos — Uma sequéncia de dezoito niimeros consecutivos
sempre possui dois termos que sao multiplos de 9. A soma dos algarismos de um
multiplo de 9 sempre é um multiplo de 9. Logo, toda sequéncia de dezoito niimeros
consecutivos sempre possui dois termos que sao divisiveis por 9 e cuja soma de seus
algarismos também é divisivel por 9. Agora, cada um desses dois ntimeros tém trés
algarismos, portanto, os tinicos miltiplos de 9 que podem ser a soma dos algarismos
sao 9, 18 e 27. No entanto, 999 é o tnico nimero de trés algarismos cuja soma dos
algarismos é 27 e a tunica sequéncia de dezoito ntimeros consecutivos de trés digitos
que o inclua é a sequéncia de 982 a 999, que nao inclui ntimero de trés algarismos com
soma de algarismos igual a 9 e um tnico com essa soma igual a 27. Assim, as tnicas
possibilidades para as somas dos algarismos dos dois miltiplos de 9 da sequéncia sao

(i) 9e9; (i) 9e18 (i) 18e 18  (iv) 18 e 27.

Vejamos alguns exemplos de cada um desses quatro casos.

(i) 9 € 9: um dos nimeros é 144 e o outro é 135 = 144 — 9 ou 153 = 144 + 9. Duas
possiveis sequéncias sao

130 ) ) ) ) ) 135 ) ) ) )
=~~~ = D =
12 20 30 40 50 62 70 8o 9o

7 7 7 7 7 ]‘44 7 7 7 ]‘47 ; €
A R N B N B N B N B i B N B W I i
102 112 12¢ 13¢ 140 15¢ 162 172 182
]‘4]‘ 7 7 7 ]‘44 7 7 7 7 7 7
L G B N B - B N B 2 B N B N B
12 20 30 40 50 62 79 8o 9o
) ) ) 153 ) ) ) ) ) 158 *
PP 2L I N I sy B N 2L N S
102 112 122 132 142 152 162 172 182

(ii) 9 e 18: um dos nimeros ¢ 900 e o outro ¢ 891 ou 909. Duas possiveis sequéncias

sao
é%z’v’v’v’égf—l/’v’v’v’v’
1o 20 32 40 5o 62 e 82 92
v’v’v’v’@’v’v’v’&%’e
102 112 122 132 142 152 162 172 182
@’v’@’v’v’v’v’v’v’
1o 20 30 4o 50 62 7° 8 90
) 79097 ) ) ) ) 7915
N N~ N N N N N
102 112 122 132 142 152 162 17e 182

(iii) 18 e 18: um dos niimeros é 828 e o outro ¢ 819 ou 837. Duas possiveis sequéncias
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181.

182.

sao
81]‘ 7 7 7 7 7 7 7 7 819 7
= S N I S S S i S S
12 20 32 40 5o 62 7o foie 9o
) ) ) ) ) ) ) ) 8 8; e
AT R N7 i N I U2 B N2 I N B N I S B =
102 11e 120 132 142 152 162 172 182
823 ) ) ) ) ) 828 ) 7 7 )
A S N I S S = i S S
12 20 30 40 50 6e 7o gc 9o
) ) ) ) ) 837 ) ) ) 840 *
~— =~ =~ = S = T
102 112 122 132 142 152 162 172 182
(iv) 18 e 27: um dos nimeros ¢ 999 e temos uma unica op¢do para a sequéncia, a
saber,
égfig/ NG VL R SR N S ézggl ’
12 20 30 40 50 62 70 8o 9o
) 7 7 7 7 7 7 ) 99 *
L N N S S S i S L S e =
102 11e 122 132 142 152 162 172 182

Analisemos, agora, cada caso. Nos casos (i) e (ii), um dos nameros é divisivel por 9,
que ¢é a soma de seus algarismos. No caso (iv), um dos ntimeros é 999, que é divisivel
por 27. Finalmente, no caso (iii), um dos dois multiplos de 9 necessariamente é par,
pois sao dois multiplos consecutivos de 9. Logo, esse niimero é um multiplo de 2 e de
9, portanto é um miltiplo da soma de seus algarismos, que é 18.

Completar uma tabela — Observe que em cada quadrado formado por quatro qua-
dradinhos, o nimero que estd na parte inferior, a direita, é a soma dos outros trés
nameros. Assim, preenchemos a tabela.

0 1 2 3 4
1 2 3 10 3+4+4+10=17
211424+2=524+5+5=12|5+10+12=27 | 10+ 17+ 27 =54
3 10 27 66 147
4 17 54 147 A

Logo:
A =66 + 147 + 147 = 360.

Procurando multiplos de 9 — Sempre existe uma diferenca que ¢ um miltiplo de 9.
De fato, quando dividimos um niimero por 9, podemos encontrar nove restos diferentes,
a saber, 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 ou 8. Logo, entre os dez ntimeros do conjunto, pelo menos
dois deles tém mesmo resto quando divididos por 9, j& que temos, no méximo, nove
restos diferentes. Quando tomamos a diferenga desses dois niimeros que tém o mesmo
resto, obtemos um numero com resto zero, ou seja, divisivel por 9.
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183.

184.

185.

186.

Correndo numa praca — A distancia que o atleta

percorre a cada volta completa é igual ao perimetro da A P B
praca, de 2 x 900 + 2 x 600 = 3 000 m. o oM Jisom
Como 15,5 km = 15500 m e 5x3000 + 500 = 15500
m, o atleta da cinco voltas completas (partindo de P e
retornando a P) e ainda corre mais 500 m. Portanto, ele
para no ponto Q, 150 m além do vértice B, indicado na D c

figura.

Ovos para um bolo — Como os 43 bolos tém a mesma receita, o nimero de ovos
que a doceira precisa ¢ um multiplo de 43. Por outro lado, esse ntiimero também é
um multiplo de 2, 3, 4, 5 e 6, acrescido de 1. O MMC de 2, 3, 4, 5 e 6 é 60, mas
60 + 1 = 61 nao é multiplo de 43. Precisamos, entao, encontrar um ntmero com essas
duas propriedades:

e ¢ um miltiplo de 43;

e acrescido de 1 é maltiplo de 2, 3, 4, 5 e 6.

Lembre, também, que como a receita gasta menos do que nove ovos, 0 nimero que
estamos procurando é menor do que 43 x 9 = 387. Temos:

60 x 2+ 1 =121 nao é multiplo de 43;
60 x 3+ 1 =181 nao é multiplo de 43;
60 x 441 =241 nao ¢ multiplo de 43;
60 x 5+ 1 =301 & maultiplo de 43;

60 x 6 +1 =361 nao é maltiplo de 43.

Podemos parar por aqui, porque os préximos numeros serao maiores do que 387. Logo,
a doceira comprou exatamente 301 ovos.

Cortando uma cartolina — Os lados do retangulo final obtido apos os cortes sao,
cada um, a metade dos lados da cartolina original. Assim, o perimetro do retangulo
original é o dobro do perimetro do retangulo final. Logo, o perimetro da cartolina
antes do corte media 2x129 = 258 cm.

Observacgao: Ao fazer um corte paralelo a um dos lados do triangulo e pelo ponto
médio desse lado, o outro corte que formara o retangulo s6 pode ocorrer no ponto
médio do outro lado, em vista da semelhanca desses triangulos. Assim, o enunciado
contém um dado a mais, desnecessario para quem reconhece semelhanga de triangulos
e suas propriedades.

A soma errada — A primeira inspecio, podemos admitir que os trés algarismos a
direita dos nimeros estejam corretos, isto é, estao corretos os algarismos 0, 1, 3, 4, 5,
6 e 8. Portanto, dentre os algarismos 2, 7 e 9, um deles esta errado. O algarismo 9
esta correto, pois se o mudarmos, a soma com 2 nao estara certa. Assim, sobram 2
e 7. Se o 7 estivesse errado, entao o 2 estaria correto, mas isso nao é possivel, pois
14+4+42=7. Logo, é o 2 que estéa errado e deve ser substituido. Olhando novamente
para a soma 14442, vemos que o resultado ¢ um niimero com o algarismo da unidade
igual a 1. Logo, o algarismo 2 deve ser substituido quatro vezes pelo 6. Fazendo essa
substituicao, verificamos que a soma fica correta.
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187. Numero de cinco algarismos — Para que a b c seja divisivel por 4, seus dois tltimos

algarismos devem formar um ntimero divisivel por 4. Como os algarismos sao 1, 2, 3,
4 e b, as Unicas possibilidades sao bc = 12, be = 24, be = 32 e be = 52. Por outro
lado, os nimeros divisiveis por 5 terminam em 0 ou 5. Como 0 nao esté incluido, segue
que d = 5, pois bed é divisivel por 5. Isso exclui a possibilidade bc = 52, porque nao
podemos repetir o 5. Até agora temos trés possibilidades, a saber,

al2be, a245e e a32be.

Examinemos esses trés casos para escolher os algarismos a e e, lembrando que nao
pode haver repeticao.

al25e a245e a325e

/N /NN

e=3 e=4 e=1 e=3 e=1 e=4

41@ 31 3 12 43@ 13

N ¢ multiplo de 3 N é multiplo de 3 N ¢ multiplo de 3 E multiplo de 3 N ¢ multiplo de 3 N'¢ multiplo de 3

Logo, o nimero é 12453.

188. Tabela misteriosa — Observemos que:

e na ultima coluna estarao os miultiplos de 9, porque essa coluna estd em branco e
nenhum dos ntimeros que aparecem na tabela é miltiplo de 9;

e na 52 linha estarao os miltiplos de 12, pois é nessa linha que aparece o tinico
multiplo de 12 da tabela (a saber, 24);

e na 42 coluna estarao os multiplos de 10, pois 40 é o tinico miltiplo de 10 na tabela;

e na 52 coluna teremos miultiplos de 7, pois 42 e 49 sao os tinicos multiplos de 7 na
tabela;

e na 22 linha estarao os multiplos de 7, porque 1 e 7 sao os tnicos divisores de 49
menores do que 12;

e na 32 coluna aparecerao os miltiplos de 2, pois 2 é o tnico divisor comum de 22
e 24 diferente de 1;

e na 32 linha aparecerao os miltiplos de 11, pois 22 = 2 x 11 e os multiplos de 2 ja
estao na 32 coluna;

e na 62 linha aparecerao os miltiplos de 6, pois os divisores de 42 = 2 x 3 X 7
menores do que 12 e diferentes de 1 sao 2, 3, 6 e 7. Os multiplos de 2 e 7 ja estao
em seus respectivos lugares. Faltam os multiplos de 3 e 6. Os tnicos multiplos de
6 na tabela sao 24 e 42, e 24 ja aparece na 52 linha;

e na 22 coluna e na 42 linha aparecerao os miltiplos de 3 ou 5, pois 15 = 3 X 5;

e na 12 coluna e na 12 linha aparecerao os multiplos de 4 ou 8, pois os divisores
comuns de 32 e 40, menores do que 12 e diferentes de 1, sao 2, 4 e 8, mas os
multiplos de 2 j& estao na 32 coluna.
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Até aqui, a situagao é a seguinte.

|40u8|[30ous| 2] 10| 7| 9 |

4 ou8 32 40
7 14| 70 | 49| 63
11 221 10 | 77| 99
3oubd 15
12 241 120 | 84 | 108
6 12| 60 | 42 | 54

Examinemos agora as possibilidades que se apresentam.

I - Repeticao de ambos 30 e 60

|85 |2[10]7]09 |

4 1132120 8 | 40 | 28| 36
75635114 70 |49 ] 63
11 || 88| 55 | 22| 110 | 77| 99
3241156 | 30 |21 27
12 |1 96 | 60 | 24 | 120 | 84 | 108
6 ||48 13012 | 60 | 42 | 54

II - Trés nimeros repetidos

| 4[5 |2]10]7]09 |

8 || 32140 |16 | 80 | 56 | 72
72813514 70 |49 63
111 44 | 55 | 22 | 110 | 77 | 99
312115 6 | 30 | 21| 27
12 1] 48 1 60 | 24 | 120 | 84 | 108
6 ||24|30] 12| 60 | 42| 54

III - Repeticao de ambos 12 e 40 IV - Apenas um niimero repetido

|83 |2][t0]7]9 | |43 ]2]10]7]09 |

41132112 8 | 40 | 28 | 36 8 |32 24|16 | 80 | 56 | 72
7156 21|14 70 |49 | 63 72821 14| 70 |49 63
11 88 | 33 | 22 | 110 | 77| 99 11144 | 33 | 22 | 110 | 77| 99
o5 (|40 | 15 | 10 | 50 | 35 | 45 5 1120|1510 | 50 | 35| 45
121 96 | 36 | 24 | 120 | 84 | 108 12 ]| 48 | 36 | 24 | 120 | 84 | 108
6 || 48 | 18 | 12| 60 | 42 | 54 6 (|24 |18 | 12 | 60 | 42| 54

Logo, a tnica solucao ¢ a da tabela IV.

189. Habitantes e esporte — O total de habitantes desta cidade é praticamente 30000 e
é divisivel por 9 e 15. Logo, deve terminar em 0 ou 5 e a soma de seus algarismos deve
ser um miltiplo de 9. Como 29970 é o maior niimero que é menor do que 30 000 e tem

fatores 9 e 15, podemos supor que essa seja a populacao total da cidade. Logo,

1—25 x 29970 = 3996 e g x 29970 = 6 660
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¢ o namero de mulheres e de homens, respectivamente, que praticam esporte somente
nos fins de semana. A tabela dada indica que 8563 + 7582 = 16 145 pessoas nao
praticam esporte. Logo, a cidade tem 16 145+ 5 = 3 229 pessoas que praticam esporte
regularmente e, portanto, 3229 — 1252 = 1977 pessoas do sexo feminino praticam
esporte regularmente. A tabela completa é a seguinte.

Praticam esporte Praticam
Nao praticam esporte || somente nos fins esporte Populacao
de semana regularmente
fem. masc. fem. masc. fem. | masc. total
8563 7582 3996 6600 1977 | 1252 29970
190. Botoes luminosos — A resposta correta é (c).
A tabela mostra a cor de cada botao em cada etapa.
1 2 3 4 5 6 7 8
inicio azul | azul | azul | azul | azul | azul | azul | azul
apertando botdao 1 | verde | verde | azul | azul | azul | azul | azul | verde
apertando botao 3 | verde | azul | verde | verde | azul | azul | azul | verde
apertando botao 5 | verde | azul | verde | azul | verde | verde | azul | verde
Logo, os botoes que ficaram com luzes verdes acesas no final sao 1, 3, 5, 6 e 8, o que
nos da um total de cinco botoes.
191. Qual é o nimero? — O problema ¢ determinar os algarismos b, c,d,e | 10¢d egf
. . . . X
e f tais que o namero bede f 1 seja o triplo de 1bcde f. —_—
bcde f1
De inicio vemos que f = 7 e, a partir dai, podemos ir descobrindo cada um dos
algarismos, como segue.
lbcde?7 1bedb7 1b¢c857 162857
X3 | X3 | X3 | X8
bcdeT1 bedb71 be8571 b28571
Portanto, b = 4 e o numero de partida é¢ 142 857.
192. Jardim wvariado — Os triangulos 1, 2, 5 e 6 sao retangu- M
los, de modo que, para calcular suas areas, vamos “enxergar” Tl T ]
cada um deles como metade de um retangulo. Para que a 1 5
nossa estratégia funcione, precisamos saber dividir o terreno N P P40
retangular em retangulos menores.
Subdividimos o terreno em dezesseis retangulos de 15 por Lo B
40 m, como mostra a figura, cada um com uma area de 15x40 s :R e
= 600 m%. Entdao temos que
) A . o 1 9
e a area do triangulo 1 = area do triangulo 5 = 5 x 4 x 600 = 1200 m~;
. A 1 2
e a area do triangulo 2 = 3 x 6 x 600 = 1800 m~ e
166 OBMEP 2010



Solucoes do Nivel 1

1
e a area do triangulo 6 — 3 2 x 600 = 600 m?.

Observe que a area do triangulo 4 ¢ igual & area do terreno todo, subtraida das areas
dos triangulo 5 e 6 e da area da regiao a esquerda de M R. Contando retangulos, vemos
que essa area mede 10 x 600 = 6 000 m?. Logo, a area do triangulo 4 ¢ dada por

120 x 80 — (1200+600+6000> — 9600 — 7800 = 1800 m?.

Finalmente, a area do triangulo 3 é a area total do terreno subtraida da soma das areas
j& calculadas dos outros cinco triangulos, ou seja,

120 x 80 — (2 x 1200 + 2 x 1800 + 600) = 9600 — 6600 = 3000 m*.

Para que o gasto seja o menor possivel, as flores mais caras devem ser plantadas nas
regioes menores. Como a menor regiao ¢ a 6, nela deve ser plantada a flor mais cara, a
rosa, gastando 3,50 x 600 = 2100 reais. A maior regiao é a 3, onde deve ser plantada
a flor mais barata, o bem-me-quer, gastando 0,80 x 3000 = 2400 reais.

Nas regides 1 e 5, com areas iguais a 1200 m?, devem ser plantadas bromélias e cra-
vos, contribuindo com (3,00 + 2,20) x 1200 = 6240 reais. Nas regides 2 e 4, com
areas iguais a 1800 m?, devem ser plantadas margarida e violeta, contribuindo com
(1,20 4+ 1,70) x 1800 = 5 220 reais.

Temos, entao, quatro diferentes maneiras de formar o jardim, mantendo o mesmo gasto
minimo de 2 100+ 2400+ 6 240 + 5220 = 15960 reais. Apresentamos a seguir uma das
quatro possibilidades de escolhas das flores com esse or¢amento minimo.

Regiao | Area m? Flor Preco m? Total por flor
1 1200 | bromélia 3,00 3,00 x 1200 = 3600
2 1800 margarida 1,20 1,20 x 1800 = 2160
3 3000 bem-me quer 0,80 0,80 x 3000 = 2400
4 1800 | violeta 1,70 1,70 x 1800 = 3060
5 1200 cravo 2,20 2,20 x 1200 = 2640
6 600 rosa 3,50 3,50 x 600 = 2100
TOTAL: 15960

193. O algarismo 3 — Vejamos todas as vezes que Luis escreveu o algarismo 3:

e 3 ~ 1;
e 13, 23, 30, 31, 32, 33, ..., 39, 43, ..., 93 ~ 2+ 114+6=19.

Até aqui, ele escreveu vinte vezes o algarismo 3. Dai temos

103, 113, 123, 130, 131 .
N NN N
212 222 232 242 252

Logo, ao escrever o numero 131, ele escreveu o algarismo 3 pela 252 vez.
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194. Soma de poténcias — Existe um padrao para o algarismo das unidades de uma

poténcia de 3: ele tem periodo 4, pois se repete de quatro em quatro vezes. De fato,

temos
3 35 =243

32=9 3=...9
33 =27 3 =...7
31=81 3¥F=...1
Como 444 ¢ multiplo de 4, o algarismo das unidades de 34 ¢ 1.

Analogamente, o algarismo das unidades de poténcias de 4 tem periodo 2. De fato,

temos
41 =4 43 = 64

42 =16  4* =256

Como 333 é impar, o algarismo das unidades de 4333 LEMF‘RETE: Todo nﬁmerp
¢ 4. Portanto, o algarismo das unidades de 3%44+4333 te;rmmado em 0 ou 5 ¢ di-
¢ 144 =05, de modo que ele ¢é divisivel por 5. visivel por 5.

195. Telefonemas — Como Joao telefona para seus pais a cada trés dias, podemos montar
uma tabela indicando os dias da semana em que ocorreram os quatorze primeiros
telefonemas de Joao.

Domingo Segunda Terca Quarta Quinta Sexta Sabado
1° 62 4° 20 e 52 3°
82 132 112 92 142 122 102
Analisando a primeira linha dessa tabela, percebemos que sao sete telefonemas, um em
cada dia da semana e que, a partir do sétimo telefonema, os dias comecam a se repetir.
Isso implica que os nimeros que aparecem na segunda linha da tabela sao obtidos dos
nameros que aparecem na primeira linha somando 7. Por exemplo, Joao telefonaré
para seus pais aos domingos nos telefonemas de ntimeros
1
14+7=28
8+7=15
15+7=22
22+7=29
29+ 7=236
ou seja, nos nimeros que deixam resto 1 quando divididos por 7. Com esse raciocinio,
podemos determinar o dia da semana em que cai uma ligacao, analisando o resto da
divisao do nimero do telefonema por 7.
Domingo Segunda Terca Quarta Quinta Sexta Sabado
1 6 4 2 7 5 3
8 13 11 9 14 12 10
T T T T T T T
resto 1 resto 6 resto 4 resto 2 resto 0 resto 5 resto 3
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Dividindo 100 por 7, obtemos 100 = 7 x 14 4 2. Logo, o resto da divisao de 100 por 7
¢é 2 e segue que o centésimo telefonema ocorre numa quarta-feira.

196. O maior produto — Observe que obtemos o maior resultado possivel se um dos
nimeros comegar com o algarismo 5 e o outro com 4. Além disso, como s6 temos cinco
algarismos, um dos dois ntimeros deve ter somente um ou dois algarismos. Vejamos as
possibilidades que dao o maior produto.

e um dos fatores tem um algarismo: -

E bom wusar
5321x4 = 21284 4321x5 = 21 605. uma  calcula-
dora. g

e um dos fatores tem dois algarismos:
532 x 41 = 21812; 531 x 42 =22302; 521 x 43 = 22403 ;

432 x 51 =22032; 431 x 52 = 22412; 421 x 53 = 22313.
Logo, o melhor resultado ¢ 431 x 52 = 22412.

197. O caminho da Joaninha — Os nimeros primos que aparecem na tabela sdo 23,
73, 37, 17, 79, 19, 37, 53 e 251. Logo, s6 ha dois caminhos que Dona Joaninha pode
percorrer. Um é o apresentado na figura. O outro é idéntico, exceto que o azulejo 87
fica & esquerda, passando entre 87 e 231 e, depois, seguindo horizontalmente.

P

23 213 73 ar T

218 To &5 19 =¥

¥ 53 231 || &7 251 |

198. O lugar dos amigos — Observe que 3 € o tinico nimero dentro das trés figurase 1 é
o unico que nao estd dentro de um poligono, logo Celina ~» 3 e Fébio ~» 1. Agora, 4
¢ o Unico nimero dentro do triangulo e do circulo, logo Elisa ~» 4. Nessa situagao, 5
¢é 0 tnico dentro do triangulo, mas nao do quadrado, assim Diana ~» 5. Finalmente, 7
é o0 tnico numero dentro de uma tnica figura, logo Bento ~» 7. Resta, entao, 2 dentro
do circulo, portanto, Guilherme ~» 2 ¢ Ana ~» 6.
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199.

200.

Quadrado perfeito? — Lembre que um ntmero é um quadrado perfeito se na sua
decomposicao em fatores primos os expoentes sao todos pares. Por exemplo,

o 51 x 7% x 13% ¢ um quadrado perfeito, pois ¢ igual a (5% x 7% x 13)2.

Como nenhum nimero elevado ao quadrado termina em 3, segue que Ny = 333...3
nao é um quadrado.

Temos que Ny = 666...6 =2 x 333...3. Como 333...3 é impar, entao na decompo-
sicao de N, em fatores primos aparece s6 um fator 2. Logo, N, nao é um quadrado.

Vejamos a divisibilidade por 3. A soma dos algarismos desses ntmeros é

N3 ~» 50 x 15 =750
Ny ~ 50 x 21 =1050
N5 ~ 50 x 27 =1350

Como todas essas somas sao divisiveis por 3, essas trés somas também sao divisiveis
por 3. Logo, se algum deles fosse um quadrado perfeito, teria que ser divisivel por 9.

A soma dos algarismos de N3 e Ny nao é divisivel por 9, logo esses dois nimeros nao
sao divisiveis por 9 e, consequentemente, nao sao quadrados perfeitos.

Como 1350 é divisivel por 9, entao N5 é divisivel por 9. Temos

2727272727 ...27 +9 = 303030...03

303030...03 + 3 = 101010...01,

portanto,
2727272727 ... 27 = 3% x 303030...03 = 3 x 101010...01.

Note que 101010...01 tem 49 algarismos, dos quais 25 sao iguais a 1 e os outros iguais
a 0. Logo, a soma de seus algarismos é 25 e, portanto, nao é divisivel por 3. Assim,
2727272727 .. .27 ¢é divisivel por 3%, mas nao por 3%. Assim, concluimos que tampouco
N5 é um quadrado perfeito.

Preenchendo quadradinhos — A operacao é equivalente a

(O+0-0) <0 = 40

portanto, o lado esquerdo da igualdade é um miltiplo de 4. Usando apenas os nimeros
1, 2, 3, 5 e 6, é possivel verificar que as tnicas possibilidades sao

(O+0-0)@=o@ o (O+0-0)*0 =3

Dai, podemos concluir que

(B+E-0 )@ = 4@ ou ([E+E-B) >0 = 4]
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sao as unicas possibilidades de preenchimento.

201. Os trés nimeros — Como 13983 termina em 3, a soma dos
algarismos das unidades dos trés nimeros diferentes deve ser
13 ou 23. Como 23 nao pode ser obtido na soma de 1, 2, 4 e
7, s6 temos uma opc¢ao, a saber, 2 +4 47 =13.

2
4
7
1 3 9 8 3

Agora, a soma dos algarismos das dezenas deve ser 8 — 1 = 7 e, portanto, s6 pode ser
1+2+44 = 7. Completamos os algarismos das dezenas, tendo o cuidado de nao repetir
0 mesmo algarismo num mesmo ntmero. Temos somente as trés opgoes seguintes.

Os algarismos das centenas devem somar 9, o que nos deixa duas possibilidades, 4+4+1
oul+ 14 7. Como nas trés opcoes o algarismo 4 ocorre em dois dos trés nimeros,
escolhemos a possibilidade 1 4+ 1 4 7 para a centena, para que nao aparega repetido o
algarismo 4. Também precisamos cuidar para que nao aparecam repetidos o 1 e o 7,

o que elimina a terceira opgao acima e nos leva a duas opgoes para as centenas, como
segue.

Ne) ==
o N N R
Wl 9
NeJ —_ g =
o B N N
Wl N N

Finalmente, os algarismos das unidades de milhar devem somar 13 e ¢é facil escolhé-los.
Assim, Sofia pode chegar a 13983 de duas maneiras, como segue.

SN CREEN SN
Ne) — ==
O > o ==
Wl 3 &~
Wl = o
Nej — =3 =
o B N N
Sl BN T N
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202.

203.

Preencher uma tabela — Existem varias maneiras de preencher a tabela, dependendo
da casa que escolhemos para ser preenchida, o que pode ser feito de varias maneiras.

Vejamos um exemplo de como preencher a tabela. Inicialmente,

temos quatro casas que podem ser preenchidas, todas marcadas com
X. Escolhemos uma delas e preenchemos de acordo com a segunda LT TX
regra. Repetimos esse processo até a tabela estar completamente 112 %
preenchida.
~ I3 =3 1 I 1
1122 1(12]2 1122 1(2|2]|6

Mas, para colocar em cada casa o maior niimero possivel, a idéia é, a cada vez, examinar
todas as casas que podem ser preenchidas e s6 preencher a casa em que podemos colocar
o maior numero. Se em duas dessas casas o numero a ser colocado for o mesmo,
preencheremos a que tem o menor nimero de casas vizinhas ja preenchidos. Vamos 14!

% > 9
3 3| 6 3] 6
1] 2 1] 2 1] 2
27 | 54 27 | b4 | T2

9 | 18 9 | 18 9 | 18
~> > %

3] 6 3|6 3] 6

1| 2 1|2 1] 2

271 54| 72 271 54| 72 216 27 | b4 | T2 216

9 | 18| 144 9 |18 | 144 9 | 18| 144 | 432
~> > %

3] 6 3|6 3] 6

1| 2 1|2 1] 2

271 54| 72 216 27154 | T2 216 27 | 54 72 216

9 |18 | 144 | 432 9 |18 | 144 | 432 9 | 18| 144 432
~> > >

3] 6 076 3| 6 | 1178 | 576 3|16 |1178 | 576

1| 2 1|2 1|2 1754

27 | 54 72 216

9 | 18| 144 432
a4

3|6 | 1178 | 576

1| 2 3516|1754

Logo, o maior niimero que pode ser escrito na tabela ¢ 3516.

Olimpiada de Pequim — Para iniciar, escolhemos um lugar para um dos atletas,
digamos, para Maria.

Maria
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(a) Quem pratica natacao esta a esquerda de Maria. Logo, s6 podemos ter a confi-
guracao abaixo.

Maria

Natagao

(b) Quem pratica ginastica esta a frente de Juan. Existem duas tinicas possibilidades:
Maria pratica ginastica ou Maria nao pratica ginéstica.

Maria pratica ginéstica Maria nao pratica ginéstica
Ginastica
Juan Maria Maria
Ginastica
Natacao Natacao
Juan

(¢) Como Ténia e David sentaram-se juntos, entao somente a segunda opgao do item
anterior — Maria nao pratica gindstica — pode satisfazer essa condi¢ao. Ela gera
as seguintes duas possibilidades.

Maria nao pratica ginastica Maria nao pratica ginéastica
David Téania
Ginéstica Ginéstica
Téania Maria David Maria
Natagao Natagao
Juan Juan

(d) Como uma mulher sentou-se ao lado de quem pratica volei, é a segunda op¢ao
acima que é a correta, e temos duas possibilidades para o atleta que pratica
atletismo: David ou Maria.

Tania Téania
Ginéstica Ginéstica
David Maria David Maria
Atletismo Volei Volei Atletismo
Natacao Natacao
Juan Juan

204. Culturas diferentes

(a) (i) 03/12significa 12 de margo para Ralph e 03 de dezembro para Jorge, portanto,
¢ uma data ambigua.
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205.

206.

207.

(ii) 18/08 s6 pode ser mesmo 18 de agosto.
(iii) 05/05 s6 pode ser 05 de maio.
Logo, (i) ¢ uma data em que eles ndo podem se escrever.

(b) A data s6 é ambigua quando o numero do dia também puder representar o niimero
do més, logo quando é um numero de 1 a 12. Por outro lado, nesses niimeros nao
ha ambiguidade quando o nimero do més for igual ao niimero do dia. Por exemplo,
05/05 s6 pode ser 05 de maio. Por isso, em cada més, eles devem evitar 11 dias.
Logo, os periodos mais longos em que eles nao podem se escrever ocorrem em 11
dias consecutivos de janeiro — de 02 a 12 de janeiro — e em dezembro — de 02 a 12
de dezembro. Observe que nos outros meses os periodos em que eles nao podem
se escrever sao menores. Por exemplo,

e cm abril eles ndo podem se escrever de 01/04 a 12/04, exceto em 04/04;

e em setembro eles nao podem se escrever de 01/09 a 12/09, exceto em 09/09.

Uma liquida¢ao — Na liquidacao, exceto aos sabados, os produtos estao 50% mais
baratos. Nos sabados, com o desconto adicional de 20%, os produtos estdo custando
80% dos pregos fora dos sabados, ou seja

0 50 4
80% de 50% = %‘O X 100 = ﬁlo(] = 40% do prego original. .

Logo, Roberta deixou de economizar 60%, que corresponde aos R$ 50,40. Como

60% ~ 50,40,
10% ~ 50,40 ~6=84e¢
100% ~ 8,4 x 10 = 84,00,

o preco da calca antes da liquidacao era de R$ 84,00.

Numero com muitos zeros — A resposta correta ¢ (d).

Vamos comparar os cinco niimeros sem efetuar célculos. Temos

34+a = 3,000...0001 é menor do que 4;

3—a é menor do que 3;
3a = 0,000...0003 é menor do que 1;
3
o= 0.000 3 ool 1 - 3 x 102°1% & maior do que 10 e
102010
00...0001
% = w ¢ menor do que 0,000...0001.

Assim, 3/a representa o maior nimero.

Corrida das tartarugas — Vamos representar cada tartaruga numa reta, utilizando
sua letra inicial. Os dados finais da corrida estao representados na figura dada.
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208.

209.

———

R B 3 PO
-5- -:)-
N

Logo, Sininha esta 20 m a frente de Elzinha e, portanto, Pulinha esta 5 m a frente de

Sininha. A ordem de chegada é O, P, S, E e R.

Que memdria... — O nimero comeca com 25 porque 52 é a tnica poténcia de 5 com
dois algarismos.

2051 1 [ ]

Os candidatos aos dois ultimos algarismos sao as poténcias de 2 com dois algarismos,
a saber, 16, 32 e 64. Como 32 nao serve, por apresentar o 2 repetido, temos as opcoes

[(2][5] [1]6] ou [2]5] [6]4].

O algarismo do meio ¢ um multiplo de 3, portanto, s6 pode ser 3, 6 ou 9, mas o 6
nao pode ser repetido. Para escolher entre as duas opgoes acima, basta lembrar que
a soma dos cinco algarismos deve ser ¢ impar e, como 2 + 5 ¢ impar, a soma dos trés
ultimos deve ser par. Assim, a segunda opc¢ao acima fica descartada, pois nao podemos
completa-la com um multiplo de 3, restando, apenas os ntmeros

12[5[3]1]6] ou [2]5]9]1]6].

215[9]1]6

O maior dos dois, , ¢ 0 codigo bancério de Esquecinaldo.

Uma fracao irredutivel — Para que a fracao seja irredutivel, o numerador e o de-
nominador nao podem ter fator comum. Comecamos calculando os fatores primos de
N=2x3x4x5x---x10, que sao

2x3x_ 4 xdx_6 x7Tx_ 8 x 9 x 10, .
~~ ~~~ ~N N~ =~~~
22 2x3 23 32 2x5

Logo, a decomposicao de N em fatores primos é dada por
N=2x3"x5"xT7.

Podemos escolher diversas fragoes que satisfazem o problema, como segue.

1
2Wx 34 xh2xT

(ii) Se o numerador tem apenas um fator de N, temos as quatro fragoes

(i) Se o numerador ¢ 1, temos a fracao

28 34 52 7
] N (§] _—
3 x 52 x T WxHZxT Wx3HxT 28 x 34 x 52
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(iii) Se o numerador tem dois fatores de N, temos as seis fragoes

28 x 3t 28 w52 28 w7 3txhHZ 3 x7 52 x 7
) ) ) ) o .
52 x 77 3 xT 3t x52T 28x7 28x52 28 x 34

(iv) Se o numerador tem trés fatores de N, temos as quatro fragoes

28 x 3 x5 B x3'xT 2B x5 x7T 3t x5 xT

7 52 34 ¢ 28
28 x 3t x 52 x T
(v) Se o numerador é N, temos a fragao . :
Assim, ao todo, temos dezesseis dessas fracoes irredutiveis.
210. Transformar em decimal — Temos:
2 5 14 20 34 1
TX=-4+16X —=—+4+—=—=11+-=11,3333. ..
(@) TxgHlbx =g tg=g=ltz=1L
5 3 6 1
(b) 5— (2+—) =5 (2><—) —5_2—4__-=338
3 5 5 5
2 2 2 5 10
(c) 1+ — =1+ s=1l+5=1+2x-c=1+—=2+4+-=225
1+ 1+£ = 8 8

211. Uma sequéncia especial — Observe que:

e os numeros de 1 a 9 ocupam nove posigoes;

e 0s numeros de 10 a 99 ocupam 2 x 90 = 180 posicoes;

e os numeros de 100 a 199 ocupam 3 x 100 = 300 posicoes;
e 0s de 200 a 299 ocupam 3 x 100 = 300 posicoes;

e 0s de 300 a 399 ocupam 3 x 100 = 300 posicoes; etc.

100, ...199, 200, ..., 299, 300, ..., 399, 400, ..., 499, 500, ..., 599, 600, ... , 699

3x100=300 3x100=300 3x100=300 3x100=300 3x100=300 3x100=300

Assim, os algarismos usados para escrever de 1 a 699 ocupam 9+ 180+ 6 x 300 = 1 989
posigoes, logo faltam 2009 — 1989 = 20 posi¢oes. Como 20 = 3 X 6 + 2, precisamos
ainda escrever de 700 a 706, obtendo 21 posic¢oes, com o algarismo 6 ocupando a posi¢ao

21. Logo, ¢ o algarismo 0 que que ocupa a 20092 posigao.

212. Cortar um retdngulo — Dividimos o retangulo

em 13 X 7 quadradinhos de 1 cm de lado cada

um. Agora, usamos que 13 = 1 +3+4+5 =

6 +7 = 0+ 13 para obter a divisao em 13 retan-
gulos diferentes. Vocé consegue encontrar outras

formas de fazer essa divisao? T3 T

176 OBMEP 2010



Solucoes do Nivel 1

213. Medida de dngulo — A resposta correta é (b).

Temos que AOC + COE = 90° ¢ COE DOY. Logo, AOC = 90° — DOY. Como
DOY esté entre 40° e 50°, segue que AOC esta entre 90° —50° = 40° e 90° — 40° = 50°.

214. Perimetros e dreas — A area do quadrado é (\/§+3)2 = \/§2+2x3\/§+32 = 12463
e a do retangulo é

(V72 +3V6) x V2 = V144 + 3V12 = 12+ 6V/3.

Logo, eles tém a mesma area. Vamos agora comparar os perimetros. O do quadrado é
4% (V3+3)=4V3+12

e o do retangulo é 2 x (\/72—1—3\/6—1—\/5) =2 X (6\/§+3\/6+\/§) = 66 + 14/2.
Como 4v/3 < 66 e, também, 12 < 14+v/2, segue que 4v/3 + 12 < 6v/6 + 141/2. Assim,
o retangulo tem o maior perimetro.

215. Calculo de dngulo — Como AB = AC, o trian-
gulo AABC' é isosceles, logo ABC = ACB. Sendo
AD = BD, o triangulo AABD também ¢ isosceles, logo °f 397
ABD = BAD. Temos, entao,

ACB = ABC = ABD = BAD .

Na figura, esses trés angulos iguais estao representados pela letra a. Os angulos internos
de AABC sao a+39°, a e a. Logo, a+39° +a+a = 180°, ou seja, 3o = 180° —39° =
141°. Assim, BAD = a = 47°.

LEMBRETE 1: Os . LEMBRETE 2: A .
angulos da base de soma dos angulos

um triangulo isos- internos de um tri-

celes sao iguais: " . angulo é 180°: 5 c
B=C e AB=AC. A+ B+ C = 180°.

216. O caminho da formiga — A resposta correta é (c).
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217. Menino mentiroso — Claramente, Pedrinho encontrou Joaozinho num dia em que

ele mente. O sabado esté descartado pois, caso contrario, ele estaria falando a verdade.
Assim, o encontro entre eles foi numa terca ou quinta-feira. Nao pode ter sido numa
terca-feira, porque entao o dia seguinte nao poderia ser uma quarta. Logo, a tinica
possibilidade para o dia do encontro dos dois é quinta-feira.

. Encontre os quatro nimeros — Como os ntimeros 1, 2, 3 e 6 satisfazem a proprie-
dade, é facil verificar que, dado qualquer niimero inteiro n, os miltiplos n, 2n,3n e 6n
de n também satisfazem a propriedade. Como estamos procurando ntmeros de trés
algarismos e 999 <6 = 166,5, basta considerar qualquer valor de n entre 100 e 166 para
obter quatro nimeros de trés algarismos com a propriedade notéavel.

219. Colando seis tridngulos

1/8
116 |y

1/32 . 1/4

1/2

O perimetro da figura é formada por treze segmentos, na sequéncia de formagao dos
triangulos, que podem ser descritos como segue.

1
e 2 segmentos de 1 cm e 1 segmento de 3 cm no triangulo I,

1
1 segmento de — c¢cm e 1 segmento de 7 cmmo triangulo II,

1
1 segmento de — c¢m e 1 segmento de 3 cm no triangulo IIT,

1 segmento de

O~

1
cm e 1 segmento de 16 cm no triangulo IV,

1
1 segmento de cm e 1 segmento de ) cm no triangulo V e

—_
ch|'“

e 2 segmentos de 39 ©m Do triangulo VI.

Solugao 1: Contando os comprimentos de segmentos, podemos ver que o perimetro
mede

1 1 1 1 1
2><1+2><§+2><—+2><—+2><—+3><—

4 8 16 32
_2+1+1+ N +3_3+16+8+4+3
- 2 4 8 32 32

31 127
:3 —_— = — C
32 32
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220.

221.

Solugao 2: O contorno da figura, comegando no canto esquerdo e seguindo no sentido
anti-horario, mede

ISR I A O
2478 16 32 32 32 16 8 4 2

1 1
centimetros. A soma da PG de primeiro termo 1, razao 3 e altimo termo ) é dada

por

1 1 1
1—— [1—-=2-—.
64 2 32

Logo, o perimetro da figura mede
1 1 1 1 127
2— — — 4+ 2—-—=|=4— == —
[ 32} TR { 32} 32 32 M

Solugao 3: Observe que cada vez que agregamos um triangulo de lado a, trocamos
um segmento de comprimento a do perimetro por dois segmentos de comprimento a,
de modo que o perimetro aumenta em a.

Como o primeiro tridngulo tem perimetro de 3 cm, agregando um triangulo de lado

1 . .
— cm, a nova figura tem um perimetro de 3 + 5 Cm; se agregamos mais um triangulo

1 1 1
de lado - cm, a nova figura tem perimetro 3 + 5 + 1 cm. Seguindo esse processo,

depois do sexto triangulo, a figura tem perimetro de

1 1 1 1 1 1 127

—+-F+-t+t—=4+—==34+1—-==——
Sty tatst ettt Ty
. 1 I S 1
onde usamos a soma da PG de primeiro termo 5 Tazdo S e ultimo termo 327 dada por
1 1 1 I 1
2 64 2 32

Os livros da Elisa — Seja N o numero total de livros da Elisa. Como N + 1 é um
multiplo de 9 e 4, temos que N + 1 é um miltiplo de 36. Logo, N + 1 é 36 ou 72, pois
Elisa tem menos do que 100 livros. Se N = 35, entao o nimero de livros de matematica
¢ 36 -9 —1 = 3 e o nimero de livros de literatura é 36 ~ 4 = 9. Mas, entao, Elisa
teria 24 + 3 + 9 = 36 livros, o que é impossivel, porque 36 ¢ maior do que 35. Assim,
N =71 e Elisa tem 72 <+ 9 — 1 = 7 livros de matematica.

Substituindo pela soma — Sabemos que qualquer niimero e a soma de seus algarismos
sempre deixam o mesmo resto quando divididos por 9. Assim, Mércio substitui o
numero inicial por outro, muito menor, com o mesmo resto na divisao por 9, e continua
assim, até chegar num nimero de um tnico algarismo que, evidentemente, ¢ igual ao
resto da divisao de todos os niimeros obtidos anteriormente — inclusive do primeiro —
por 9. Assim, o que Marcio faz é, tao somente, um processo de um passo apenas, que
consiste na substituicao de ntimeros naturais por seus restos na divisao por 9.
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(a) Como 32009 = 32008 5 3 — (32)1004 5 3 = 91004 5 3¢ resto da divisao de 32° por
9 é 0. Logo, o niimero final do processo de Marcio é 9.

(b) Observe que 172 = (18 — 1)? = 18% — 2.9 + 1 = maultiplo de 9 + 1. Logo,

17299 = (17%)1 9% = multiplo de 9 + 1

e, portanto, 1729 — maltiplo de 9 + 17 = multiplo de 9 + 8. Logo, o ntimero

final do processo de Marcio é 8.

(c) Aplicando o processo aos nimeros da lista dos nimeros naturais 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7,8,9, 10, 11, 12, ..., a lista final sempre é 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 1,2, 3, ....
Como o resto da divisao do namero 20092009 por 9 é 4, entao o ultimo nimero
da lista final é 4 e os seis tltimos algarismos da lista final sao ...,8,9,1,2,3,4.
Portanto, essa lista tem os quatro algarismos 1, 2, 3 e 4 uma vez a mais do que os
algarismos 5, 6, 7, 8 ¢ 9. Em particular, ha mais 4 do que 5 na lista. O ntimero de
vezes que aparece o 9 na lista ¢ o niumero de multiplos de 9 que sao menores do
que ou iguais a 20092 009. Como 20092005 é o maior multiplo de 9 que é menor
do que 20092009, temos que o algarismo 9 aparece 20092005 +~ 9 = 2232445
vezes na lista.

222. Uma brincadeira na sala de aula

(a) O namero 1 s6 pode ser obtido por divisdo a partir do 2, com 1 =2 =2 e 0 2 86
pode ser obtido por divisao a partir do 4, com 2 = 4 <+ 2, mas o 4 pode ser obtido
por soma a partir do 1, com 4 = 1+ 3 ou por divisao a partir do 4, com 4 = 8+ 2.
Logo, temos duas maneiras de obter o 1 depois de trés operacoes, a partir de 1 e

1 ~ 4 ~ 2 ~ 1
de &:
8 ~ 4 ~ 2 ~ 1

(b) Com uma operagao a mais, vemos que o numero 8 pode ser obtido a partir do
5 por soma, com 8 = 5+ 3, ou do 16 por divisao, com 8 = 16 =+ 2. Logo, temos
trés maneiras de obter o 1 depois de quatro operacgoes, a partir de 2, 5 e 16:

Hh ~ 8 ~ 4 ~ 2 ~ 1

(c) De maneira analoga, vemos que podemos obter o 1 depois de cinco operagoes, com
(

4 ~ 2 ~ 1l o~ 4o~ 2~ ]
10 ~ 5 ~ 8 ~ 4 ~ 2 ~ 1
13 & 16 ~ 8 ~ 4 ~» 2 ~s 17 bastando comegar com os nimeros
(32 ~ 16 ~ 8 ~ 4 ~ 2 ~ 1
4,10, 13 e 32.

223. Calcule a tdade — No proximo ano, Laura e sua avo estarao dois anos mais velhas do
que no ano passado. Logo, suas idades no ano passado sao multiplos de 8 que, somados
com 2, dao multiplos de 7. Procuremos esses niumeros.

multiplos de 7: 7 14 21 28 35 42 49 56 63 ... 98
(maltiplos de 7) —2: 5 12 19 26 33 AT 54 61 ...
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224.

225.

Note que 40 e 96 sao os tinicos miltiplos de 8 menores do que 100 que aparecem na
segunda linha. Como Vové Ana tem menos do que 100 anos, podemos concluir que
ano passado ela tinha 96 anos e Laura 40. Logo, a idade atual de Laura ¢é 41 anos.

Divisoes e restos

Solugao 1: O dobro do nimero procurado ¢ um miltiplo de 5 acrescido de 1. Como
os multiplos de 5 terminam em 0 ou 5, o dobro termina em 1 ou 6. Mas o dobro é
um ndamero par, logo termina em 6. Assim, o nimero termina em 3 ou 8 e, portanto,
dividido por 5, deixa resto 3.

Solugao 2: Sabemos que o numero inteiro n procurado satisfaz 2n = 5m + 1, para
algum inteiro m. Entao o produto 5m = 2n — 1 de 5 por m é fimpar, o que implica que
m é fmpar. Assim, m = 2k + 1, para algum inteiro k e, portanto,

2n = 5m+ 1 =5(2k+ 1) + 1 = 10k + 6 = 2(5k + 3),

ou seja, n = 5k + 3 deixa resto 3 na divisao por 5.

Preenchendo o circulo — Sabemos que [J = 423 + 47 = 9. Por outro lado, temos
que

1448 = 282xH + L] X
—_—— ——

miltiplo de 282 ntimero de 2 algarismos

Como 282 tem trés algarismos, concluimos que [ X s6 pode ser o resto da divisao de
1448 por 282. Efetuando essa divisao, obtemos 1448 = 282 x 5 + 38. Logo, [1 =3 e
X = 8. Obtemos, também, que H = 5. Finalmente, obtemos

H
423 x 3 = 282, ou seja, 141 x H = 282, portanto, H = 2.

A sequéncia completa é a seguinte.

x9 x2/3 x5 + 38 )
— — — — 3
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1. Populagcao — A opgao correta é (a).

Como 1 milhao = 1000000, temos 30,3 milhoes = 30,3 x 1 000 000 = 30 300 000.

Réguas em 15 minutos — A opgao correta ¢ (e).

Se a maquina produz oito réguas em um minuto, em 15 minutos ela produzira 8 x 15 =
120 réguas.

Alturas iguais — A opgao correta é (e).

Usaremos a notacao a < b, que significa que a é menor do que b ou, equivalentemente,
que b é maior do que a. Assim, a < b < ¢ significa que a é menor do que b e b é menor
do que c. Para simplificar, vamos denotar a altura de cada um dos irmaos pela letra
inicial de seu nome.

Do enunciado temos:

(i) L é maior do que A (L > A ou, equivalentemente, A < L);
(ii) M é menor do que L (M < L);
(iii) A é maior do que J ( A > J ou, equivalentemente, J < A);
(iv)
De (i) e (iii) segue que J < A < L. Portanto, os irmaos de mesma altura ndo estao entre
Julio, Anténio e Luiza. De (ii) e (iv) segue que J < M < L. Portanto, os irmaos de

mesma altura nao estao entre Julio, Maria e Luiza. Logo, a tinica opgao é que Antonio
e Maria tenham a mesma altura.

v) J & menor do que M (J < M).

Unidade — A opgao correta é (c).

O produto dado tem um de seus fatores igual a 5, portanto, ¢ um miltiplo de 5, que
sempre tem o algarismo da unidade igual a 0 ou 5. Além disso, como todos os fatores
sao numeros fmpares, o produto é um ntimero impar. Assim, seu algarismo da unidade
éb.

. Em que fio? — A opgao correta ¢ (d).

Observe que a aranha utiliza oito fios de apoio, numerados a partir do fio A, iniciando
em 0. Logo,

e sobre o fio A aparecem os multiplos de 8;

e sobre o fio B aparecem os (multiplos de 8)+1;

e sobre o fio C aparecem os (multiplos de 8)+2;

e sobre o fio D aparecem os (multiplos de 8)+3;

e sobre o fio E aparecem os (multiplos de 8)+4;

e sobre o fio F aparecem os (multiplos de 8)+5;

e sobre o fio G aparecem os (multiplos de 8)-6;
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e sobre o fio H aparecem os (multiplos de 8)+7.

Na divisao de 118 por 8 encontramos resto 6, o que significa que 118 é dado por
(multiplos de 8) + 6. Assim, 118 esta sobre o fio G.

Pontos ganhos — A opcao correta é (c).

Segundo as regras da Copa do Mundo, uma vitéria vale trés pontos e um empate vale
s6 um ponto. Como a selecao do Senegal tem uma vitoria e dois empates, ela obteve
1 x342x1=5 pontos.

Gols sofridos — A opgao correta ¢ (d).

Numa tabela de jogos, o nimero total de gols marcados é sempre igual ao ntimero total
de gols sofridos. Denotando por x o nimero de gols que sofreu a selecao do Uruguai,
vemos que 5+ 5 +4+0=2+4+ x + 3, portanto, 14 = 9 + z, e temos que x = 5, ou
seja, a selegao do Uruguai sofreu 5 gols.

Qual é o dngulo? — A opgao correta é (c).
Nesta questao usaremos um importante teorema da Geometria Plana, como segue.
Teorema: A soma dos dngulos internos de um tridngulo €

sempre 180°.

Pelo teorema, temos A | + B+ C =180° e, como_ B= 50°,
segue que A+50°+C = 180°, ou seja, A+C = 130°.
Como AD e CD sao as blssetrlzes dos angulos Ae C
respectivamente, o teorema aplicado ao triangulo AADC
da a relagao

1~ 14 ~
§A+§C+ADC: 180°.

MEL\S %A\+ %@\ = %(A\Jr 6) = %130O = 65°, portanto, da igualdade acima decorre que
ADC = 180° — 65° = 115°.

Basquete — A opgao correta é (a).

Analisando o grafico, verificamos que os jogadores marcaram as seguintes quantidades
de pontos: Daniel — 7, Ramon — 8, [an — 2, Bernardo — 11, Tiago — 6, Pedro — 12,
Ed — 1 e André — 7. O total é 54 pontos.

Telefone — A opgao correta é (a).

Vejamos a despesa em janeiro. Como 10 horas sao gratuitas e Geni utilizou o telefone
por 15 horas e 17 minutos, ela deve pagar a tarifa fixa mensal de 18 reais mais o
custo de apenas 5 horas e 17 minutos. Como o preco é dado em minutos, passamos
o tempo a pagar para minutos. Sabemos que 1 hora = 60 minutos, portanto, 5 horas
= 5 x 60 = 300 minutos. Logo, 5h17min = 300 4+ 17 = 317. Assim, a conta telefonica
de Geni em janeiro foi de 18 + 317 x 0,03 = 18 4+ 9,51 = 27,51 reais.
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11.

12.

13.

14.

Em fevereiro, Geni usou seu telefone por menos do que 10 horas, portanto nesse més
ela s6 precisa pagar a tarifa fixa mensal de 18 reais. Logo, a despesa de Geni com
telefone nesses dois meses foi de 27,51+18 = 45,51 reais.

Area — A opcao correta é (e).

Solugao 1: A érea de um quadrado de lado [ é [? e a 4rea da regido cinza ¢ a diferenca
entre as areas dos quadrados maior e menor. O lado do quadrado maior é a+b, portanto
sua area ¢ (a + b)? = a* + 2ab + b*. Ja o lado do quadrado menor é a, portanto sua
area ¢ a®. Assim, a area da regiao cinza é (a +b)% — a® = a® + 2ab + b* — a* = 2ab + V°.

Solugao 2: A area de um retangulo é o produto da largura pelo comprimento. Pelos
dados do problema, a largura da regido cinza ¢ (a +b) — a = b.

Dividindo a regiao cinza em dois retangulos, um
de largura b e comprimento a e o outro de largura
b e comprimento a + b (ver figura), vemos que a b1
area da regiao cinza é a soma das areas desses dois
retangulos, ou seja,

drea=axb area = b X(a + b)

axb+bx (a+b)=ab+ab+ b’
= 2ab + b.

Portanto, a area da regidao cinza é 2ab + b

Solugao 3: A regiao cinza é formada por dois retangulos de dimensoes a X b e um
quadrado de lado b. Logo, sua area é 2ab + b>.

Comprando sorvete — A opgao correta ¢ (d).

Se comprar no supermercado A, Joana gastarda 2 x 24 = 48 reais. Se comprar no
supermercado B, ela gastard 3 x 14 = 42 reais. Portanto, no supermercado B ela
economizara 6 reais em relacao ao A.

Cartolina e barbante — A opgao correta ¢ (e).

Observando a frente da cartolina, verificamos que o barbante entra e sai pelos furos
da primeira linha. A opgao (e) nao é possivel, pois no verso esses dois furos aparecem
como consecutivos ao percorrer o barbante, o que impede o barbante de continuar pelos
demais furos.

Amigos e fragoes — A opgao correta é (b).

Como cada amigo deu a Daniel a mesma quantia, digamos que Daniel tenha recebido
x reais de cada um de seus trés amigos. Inicialmente, entdao, Adriano tinha 5x reais,
Bruno tinha 4x reais e César tinha 3x reais. Segue que o total de dinheiro inicial dos
trés amigos era de bx + 4z + 3xr = 12z reais. Como cada um de seus trés amigos
lhe deu x reais, Daniel tem agora 3z reais, o que representa a quarta parte do total
de 12z. Logo, ele agora possui 1/4 da quantia que seus trés amigos juntos possuiam
inicialmente.
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16.

17.

Escolhendo sorvetes — A opgao correta é (d).

Vamos denotar cada sabor de sorvete pela sua letra inicial, ou seja, a — acali,
b — baunilha, ¢ — caja. Para enumerar todas as possibilidades de compra do sorvete
com quatro bolas, devemos considerar os seguintes casos:

e quatro bolas do mesmo sabor (12 coluna ao
lado): aaaa aaab aabb aabe
ado); bbbb  aaac aacc bbac
e trés bolas do mesmo sabor e uma de sabor dife- ceee bbce  ccab
rente (22 coluna ao lado); bbba
e duas bolas de um mesmo sabor e duas de outro bbbe
sabor (32 coluna ao lado);
ceea
e duas bolas de um mesmo sabor e as outras duas cech

dos outros dois sabores (42 coluna ao lado).

Assim, obtemos 15 modos de fazer essa compra de sorvete.

Pecgas de um quadrado — A opgao correta é (b).

Para que seja possivel montar o quadrado, o nimero total de quadradinhos deve ser
um quadrado perfeito. Um nimero inteiro é um quadrado perfeito se ele é igual ao
quadrado de algum ndmero inteiro. Por exemplo, 1, 4, 9, 16 e 25 sao quadrados
perfeitos, pois 1 = 12, 4 = 22, 9 = 32, 16 = 43 ¢ 25 = 52. Observe que esses cinco
inteiros sao os tnicos quadrados perfeitos menores do que 30.

Contando o total de quadradinhos apresentados nas cinco opgoes de resposta obtemos
44546+ 7+8 = 30. Portanto, devemos eliminar uma peca com 5 quadradinhos, para
restar 25, um quadrado perfeito, ou eliminar uma pega com 14 quadradinhos, para
restar 16, outro quadrado perfeito, ou eliminar uma com 21, para restar 9, ou eliminar
uma com 26, para restar 4, ou eliminar uma com 29 quadradinhos, para restar um
tnico. Ocorre que nao ha pegas com 14, 21, 26 ou 29 quadradinhos, restando a tnica
opgao de eliminar a pega (b), com 5 quadradinhos.

O tnico quadrado que Pedro poderia ter montado com quatro
pegas ¢ nao usando a pega (b). Isto nao significa que seja pos-
sivel montar um quadrado com as quatro pecas restantes. Mas,
sabendo que devemos montar um quadrado de lado 5 com as
cinco pegas (a), (c), (d) e (e), o problema ja fica bem mais facil. (@) ()
A figura mostra como isso pode ser feito.

(c) (d)

Paradas de 6mibus — A opgao correta é (b).

Como a distancia entre a terceira e a sexta paradas ¢ 3300 m, a distancia entre duas
paradas consecutivas é 3300 =+ 3 = 1100 m. Portanto, a distancia entre a primeira e a
ultima paradas ¢ de 1100 x 11 = 12100 metros, ou seja, 12,1 quilometros.
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19.

20.

21.

Desenho — A opgao correta ¢ (e).

b 5 2 I p 2
4 5
v 8SNS6 A3 1 3 5 2 5 4 1, 4N/56 |3
7 6 p
(a) 2 (b) P 4 (c) 3 (d) 7

Nas ilustragoes (a), (b), (c) e (d) dadas, vemos que, iniciando o desenho no ponto P
e seguindo as setas de acordo com a ordem numérica, é possivel completar cada um
desses desenhos sem tirar o lapis do papel.

Observe que, excetuando-se o vértice de inicio do tragado e o vértice de finalizagao, os
demais vértices do desenho devem possuir obrigatoriamente um niimero par de linhas
chegando até eles, pois a cada vez que se chega a um desses vértices por uma linha,
deixa-se esse mesmo vértice por outra linha.

Assim, é impossivel fazer o tragado da opgdo (e) do enunciado, que nao pode ser
construido sem tirar o lapis do papel, ja que seus quatro vértices externos possuem
trés linhas chegando a cada um deles.

Qual € o cubo? — A opgao correta é (e).

Ao cortar um canto do cubo, eliminamos um de seus vértices. Como cada vértice se
liga a trés arestas do cubo, uma representacao do cubo cortado deve mostrar trés cortes
ao redor de um mesmo vértice.

A B A B

4

Quadrado mdgico — A soma dos numeros de uma diagonal ¢ 4 + 0 + (—4) = 0,
portanto, o valor da soma dos nimeros de cada linha, de cada coluna e da outra
diagonal também deve ser 0. Assim, obtemos de imediato os nimeros que faltam nas
casas cinza no primeiro tabuleiro, a saber, 16, 8 e 12, porque (—12)+ 16+ (—4) = 0 na
primeira linha, (—12) 4+ 844 = 0 na primeira coluna e (—12) 40+ 12 = 0 na diagonal.

-12 —4 -12| 16 | 4 -12| 16 |4
—- 1 8]0 — | 8|0 |-8
4 4 12 4 |-16|12

Agora, o nimero que falta na segunda linha do segundo tabuleiro é —8, porque
8 + 0+ (—8) = 0. Para a terceira linha, obtemos —16, pois —4 + (—16) — 12 = 0.

Torneio — Denotemos as sete equipes pela sua letra inicial.
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22.

23.

24.

(a) Na primeira rodada do Grupo 1 foram disputadas trés partidas, AxB, BxC e
CxA.

(b) Na primeira rodada do Grupo 2 foram disputadas seis partidas, DxE, DxF,
DxG, ExF, ExG e FxG.

(c) Na segunda rodada, cada equipe do Grupo 1 jogou quatro partidas, uma com
cada uma das equipes do Grupo 2. Como o Grupo 1 tem trés equipes, na segunda
rodada foram disputadas 3 x 4 = 12 partidas.

Truque numérico

(a) Vamos fazer o experimento com os ntmeros 0, 5 e —4.

0 0 -21 -7 —
X 6 21 +3 —(0x2)=0
5 -7
x 6 30 =21 ? +3 3 —(5x2)=-10
—4 -24 —45 -15 -7
« 6 -21 +3 —(—4x2)=+8

O resultado final é sempre —7.

(b) E razoavel, entao, conjecturar que, para qualquer niumero inicial escolhido, o re-
sultado final desse procedimento sera sempre —7. Seja o ntimero inicial. Temos,
entao, as operacoes seguintes.

_ 6x—21 A e
X 6 6x 51 6x—21 3 3 oy 2x=7-2x=-7

Portanto, o resultado dessa “méagica” sempre sera igual a —7, qualquer que seja
o ntimero inicialmente escolhido.

Jogando sinuca — A bola muda a dire¢ao de sua tra-
jetoria cada vez que bate numa das beiradas da mesa.
Como a trajetoria faz sempre um angulo de 45° com
a beirada, a trajetoria dessa bola, tacada a partir de
um canto, seguira sempre as diagonais dos quadrados
que ela cruzar. Tragando essa trajetoria, concluimos | ;
que (b) a bola batera cinco vezes nas beiradas da mesa @ | \.)

antes de (a) cair na cagapa superior esquerda.

Contando quadrados atravessados, vemos que (c) ela atravessara 23 quadrados pela
diagonal.

Triangulo isosceles — Por definicao, um triangulo é isdsceles se tiver dois lados
iguais. O terceiro lado é chamado base do triangulo isosceles, e os angulos formados
entre a base e os dois lados iguais sao os dngulos da base.
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A

B C

A figura mostra um triangulo isosceles AABC, cujos lados iguais sao AB e AC e a
base ¢ BC'. Denotamos os angulos ABC e ACB da base por Be C respectivamente.
Demonstra-se que num triangulo isosceles os dngulos da base sao sempre iguais. No
triangulo da figura temos, portanto, B = C.

Passando a resolucao desta questao, observe que A+B+C = 180°, ja que a soma dos
angulos internos de qualquer triangulo é 180°. Pelos dados do problema, A = 20° eo
triangulo € isosceles, de modo que B=C. Logo, 180° = 20° + B+ C =20°+2B e,
portanto, B=C = 80°.

O triangulo ACBD também ¢ isosceles, pois é dado que CB = DB. Como a base desse
triangulo é C'D, seus angulos de base sao CDB = C portanto, CDB = 80°. Conside-
rando a soma dos angulos internos desse triangulo ACBD, obtemos
CBD+CDB+C = 180°. Substituindo os valores ja obtidos, vemos que CBD +80° +
80° = 180°, de modo que CBD = 20°. Assim, DBE = B — 20° = 80° — 20° = 60°.

O triangulo ADBE também ¢é isosceles, porque também DB = BE. A base desse
triangulo ¢ DFE e os angulos iguais da base BE sao EDB = DEB. Como

180° = BDE + DEB + DBE = 2 x BDE + 60°,

concluimos que BDE = 60°.

Pesando moedas — Sejam A, B,C e D as quatro moedas aparentemente iguais.
Comparamos as moedas A e B na balanga, colocando uma em cada prato. Dois
casos podem ocorrer: a balanca fica em equilibrio ou a balanca nao fica em equilibrio.
Vamos analisar separadamente cada caso. Observe que, em ambos casos, s6 utilizamos
a balanca duas vezes.

1° Caso: A balanca fica equilibrada. Podemos concluir que A e B tém o mesmo peso,
portanto, sao verdadeiras. Vamos entao comparar A com C. Para isso, mantemos A
na balanga e colocamos C' no lugar de B. Se houver equilibrio novamente, é porque A
e C' tém o mesmo peso e sao, portanto, verdadeiras. Assim, A, B e C' sao verdadeiras
e a Unica opgao é que D seja a moeda falsa. Se nao houver equilibrio, C' é a moeda
falsa.

2° Caso: A balanga nao fica equilibrada. Logo uma das duas moedas, A ou B é a
falsa. Substituimos A por C' na balanca. Se houver equilibrio, A é a moeda falsa. Se
nao houver equilibrio, a moeda falsa é B.
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26. Numeros binomiais — A opgao correta é (e).

27.

28.

29.

Preenchendo o tabuleiro de acordo com as regras do problema, segue que
60 = (X 4+ 17) + (2 x +13) = 3 x +30, donde x = 10.

Costuras da bola — A opgao correta ¢ (c).

Se somarmos os numeros de lados de todos os poligonos (20 hexagonos e 12 pentégonos)
que compoem a superficie da bola, obteremos um valor que é duas vezes o nimero de
costuras, pois cada costura é lado comum de exatamente dois poligonos. Assim, temos
que 2 x numero de costuras = 12 x 5+ 20 x 6 = 180, donde o niimero de costuras é 90.

Razao de dreas — A opgao correta é (a).

A grade é um quadrado de lado igual a 5 cm, logo sua area é igual a 25 cm?. A parte
sombreada da grade é formada por quatro tridngulos, sendo que dois deles tém base
1 cm e altura 2 cm e os outros dois tém base 1 cm e altura 3 cm. Logo a area sombreada
¢igual a2 x £(1x2)+2x (1 x3) =5 cm? e a area nao sombreada ¢ igual a 25 —5 =
20 cm?. Assim, a razao pedida ¢ 5/20 = 1/4.

So sorvete — A opgao correta é (c).

Vamos primeiro analisar a informagao contida na diagonal da tabela indicada pelos
nimeros dentro dos quadradinhos.

TARDE

Abacaxi | Banana | Chocolate | Doce
de leite
M Abacaxi 8 0 3
A Banana 6 7 5
N [ Chocolate 3 3 [0] 5
H Doce de 2 9 9 |
A Leite

Esses nameros indicam quantas foram as criancas que tomaram sorvetes com o mesmo
sabor pela manha e pela tarde: um tomou sorvetes de abacaxi, dois de banana, nenhum
de chocolate e um de doce de leite. Todos os outros estudantes comeram sorvetes de
sabores diferentes pela manha e a tarde, num total de 64 — (14+2+ 0+ 1) = 60.
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30. Brincando com tabuleiro — A opgao correta ¢ (b).

Notamos primeiro que se uma casa tem o algarismo <%
0, entao nenhuma das casas vizinhas pode estar 0 - X
pintada. Logo, as casas marcadas com um X na XXX
figura a direita nao foram pintadas. 0 XX
Consideremos, agora, a casa do canto superior di- T X%
reito, na qual aparece o nimero 1. Ela tem trés N H X

X

vizinhas, e ja sabemos que duas delas nao foram
pintadas.

Logo, a vizinha que sobra (a casa imediatamente
abaixo) foi pintada. Podemos aplicar o mesmo ar- =
gumento as casas do canto inferior esquerdo e do

. . . 1 1
canto inferior direito.
Olhamos agora para o 2 na ultima linha. Como
esta casa ja tem duas vizinhas pintadas, todas suas =
outras vizinhas nao foram pintadas. 2

Argumento idéntico se aplica & casa da segunda
linha e terceira coluna, pois nela aparece um 1 e 1

=
j& temos uma de suas vizinhas pintadas. Logo, as

suas outras trés vizinhas nao foram pintadas.

Finalmente, usamos o 3 que aparece na casa da

terceira linha e terceira coluna. Esta casa ja tem -

duas vizinhas pintadas, logo deve haver mais uma 3
de suas vizinhas pintada.

Esta vizinha s6 pode ser a casa em branco na figura acima, e podemos completar a
tabela. Concluimos que o nimero de casas pintadas é 4.

31. Cartoes numerados — A opgao correta é (b).

A formacao de um numero de 6 algarismos ¢ ilustrada a seguir.

centena dezena unidade | centena | dezena | unidade
de milhar | de milhar | de milhar

Para se obter o menor ntimero possivel, os menores algarismos devem estar o mais
a esquerda possivel (na casa do milhar) e para se obter o maior niimero possivel os
maiores algarismos devem também estar o mais & esquerda possivel (na casa do milhar).

Jorge joga primeiro: Para obter o menor ntimero possivel, ele coloca o menor algarismo
que ele possui, que é o 2, na casa da centena de milhar. Se ele nao fizesse isso, Larissa
colocaria seu 5 nesta casa na proxima jogada e obteria, assim, um niimero maior.

2 dezena unidade | centena | dezena | unidade
de milhar | de milhar

Agora é a vez de Larissa: Para obter o maior ntimero possivel, ela coloca o maior alga-
rismo que ela possui, que é o 5, na casa das dezenas de milhar, pois a casa das centenas
de milhar ja esta ocupada.
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32.

33.

34.

2 5 unidade | centena | dezena | unidade
de milhar

Agora, Jorge tem os algarismos 4 e 6, e Larissa 1 e 3. Logo, os algarismos de Larissa
sao menores do que os de Jorge, o que determina a estratégia de Jorge: ele deve tentar
colocar seus algarismos o mais a direita possivel, com o 6 & direita do 4. Por sua
vez, Larissa deve tentar colocar seus algarismos o mais & esquerda possivel, com o 3 a
esquerda do 1.

Jorge joga: Ele coloca o algarismo 6 na casa das unidades.

2 5 unidade | centena | dezena 6
de milhar

Larissa joga: Ela coloca seu 1 na casa das dezenas.

2 5 unidade | centena 1 6
de milhar

Agora, Jorge tem apenas o algarismo 4 e Larissa o 3. Ele entao coloca o 4 na casa das
centenas e Larissa coloca o 3 na casa das unidades de milhar, acabando o jogo.

2 S 3 4 1 6

Assim, o niimero final, obtido se os dois jogadores forem espertos, é 253 416.

Faltam balas — A opgao correta é (a).

Dividindo 237 por 37, obtemos 237 = 7 x 31 + 20. Logo, 237 nao ¢ divisivel por 31.
Isso quer dizer que a professora realmente vai ter que comprar mais balas para que
todos os alunos recebam o mesmo numero de balas. Devemos adicionar & expressao
7 x 314 20 o menor inteiro positivo x tal que 7 x 31 4+ 20+ x seja multiplo de 31. Como
20 + 11 = 31, basta que a professora compre 11 balas adicionais.

Artesaos de braceletes — A opgao correta é (d).

O artesao produz 6 braceletes a cada 20 minutos. Como 1 hora = 60 minutos =
3 x 20 minutos, o artesao produz 6 x 3 = 18 braceletes em uma hora. Como ele
trabalhou 12 horas — 8 horas = 4 horas, o niimero de braceletes feitos pelo artesao é
18 x 4 = 72. O auxiliar produz 8 braceletes a cada meia hora, portanto em 1 hora ele
produz 16 braceletes. Para produzir 72 braceletes ele precisara de 72/16 = 4,5 horas
= 4 horas e 30 minutos. Como ele inicia seu trabalho as 9 horas, ele terminara seu
trabalho as 9 + 4,5 = 13h30min.

Girando um pentdgono — A opgao correta é (b).

1
O pentagono tem 5 lados. Logo, seu angulo central mede R 360° = 72°.

Solugao 1: Dividindo 252 por 72, obtemos 252 = 3 x 72 + 36. Como 36 = 72 + 2,
concluimos que uma rotagao do pentédgono de 252° em torno do seu centro corresponde
a uma rotacao de um angulo igual a trés vezes e meia o angulo central.
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35.

36.

37.

Solugao 2: Como 252° = 72° + 180°, podemos pensar na rotagao de 252° como uma
rotacao de 72° seguida de outra de 180°, conforme ilustrado na figura dada, em que O
é o centro do poligono.

A
A
A
_ _
rotagao de 72° rotagao de 180°

Area em fungdo da diagonal — A opcio correta é (c).

A édrea A de um retangulo é o produto do comprimento
pela largura. Sejam a e b o comprimento e a largura do
retangulo. Assim, A = ab. O perimetro desse retangulo b
é dado por 2a+2b. Como o perimetro é 100, temos que
2a + 2b = 100, portanto, a + b = 50. Elevando ao
quadrado ambos os lados dessa tltima igualdade, obte- a

5

mos a® + b? + 2ab = (a + b)* = 50% = 2500. Se = denota o comprimento da diagonal, o
Teorema de Pitagoras afirma que 2% = a? + b%, portanto, 22 + 24 = 2% + 2ab = 2 500.

Concluimos que 24 = 2500 — 22, ou seja, A = 1250 — —2? ¢é a expressao da area do

retangulo em funcao da diagonal x.

Valor de uma quadrdtica — A opgao correta é (d).

Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade x + y = 8, obtemos
22+ 2zy + y? = (v + y)? = 82 = 64. Como zy = 15, concluimos que

2+ 6ry +1y° = (2% 4+ 22y + y?) +day = 64+ 4 x 15 = 124.

Angulos em fun¢do de x — A opgao correta é (c).
Completamos a figura marcando os an-

gulos a e B, lembrando que angulos 5y
opostos pelo vértice sao iguais. Lembre-

mos que a soma dos angulos internos de

um triangulo é 180°. Olhando para o tri- o B
angulo mais & esquerda, vemos que 3z a B 2z
6z
3r + 4z 4+ a = 180°.
4z
Segue que a = 180° — 7x. Considerando o tridngulo do meio, temos
(180° — 7z) + 5z + B = 180°.
Concluimos que [ = 2z. Finalmente, do tridngulo da direita, temos que

B+ 2z + 62 = 180°, ou seja, 2x + 2x + 6z = 180°. Assim, z = 18°.
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38.

39.

40.

41.

Operagao diferente — A opgao correta é (c).
22V26 _22423+24425+426 120 _
4V6 44+5+6 15

Pela definicao, obtemos

Taxi caro — A opgao correta é (c).

Como a bandeirada ¢ fixa, temos 10,00 — 2,50 = 7,50 reais a serem gastos apenas
com os metros rodados. Cada trecho de 100 metros rodado custa R$ 0,10, entao com
R$ 7,50 posso fazer uma corrida de (7,50)/(0,10) = 750/10 = 75 trechos de 100 metros
cada um, ou seja, 75 x 100 = 7500 metros. Como 1 quiléometro tem 1 000 metros, segue
que, com R$ 10,00, posso pagar uma corrida de até 7500 metros, ou 7,5 quilémetros.

Muiltiplos de 3 ou 4 — A opgao correta é (d).

Para encontrar o nimero de miultiplos de 3 compreendidos entre 1 e 601, basta usar o
algoritmo da divisao e observar que 601 = 200 x 3 4 1. Isso mostra que 3 x 1, 3 x 2,
..., 3 x 200 sao os multiplos de 3 entre 1 e 601, ou seja, temos 200 desses multiplos.
Do mesmo modo, vemos que existem 150 multiplos de 4 entre 1 e 601. Nesse total de
200 + 150 = 350, alguns nimeros aparecem contados duas vezes, pois sao multiplos de
3 e de 4 ao mesmo tempo; por exemplo, foram incluidos 12, 36 e 60 nos 200 miltiplos de
3 e também nos 150 multiplos de 4. Lembre que os miiltiplos de 3 e de 4 sao, também,
multiplos de 12. O mesmo argumento usado acima mostra que temos 50 multiplos de
12 entre 1 e 601. Logo, o nimero de multiplos de 3 ou 4 entre 1 e 601 é 350 — 50 = 300.

Lados de um paralelepipedo — A opgao correta é (b).

~ 240 -
Solugao 1: De zyz = 240, segue que xy = — . Substituindo em xy-+ 2z = 46, obtemos
z

240
“— 4 z = 46, ou seja, 22 — 462 + 240 = 0. As raizes dessa equacao sdao niimeros cuja

z
soma € 46 e cujo produto é 240, e é facil verificar que essas raizes sao e 6 e 40. Logo,

: e~ 240
z = 6 ou z = 40. De maneira completamente anéloga, a substituicao de yz = — em
x

x4+ yz = 64 nos leva a r = 4 ou x = 60.

240 o ~
Agora, de xyz = 240, segue que y = — . Como y é um namero inteiro, entao zz é
Tz

um divisor de 240. De z =4 ou x = 60 e 2z = 6 ou z = 40 segue que as possibilidades
para rz sao

4 x 6 =24, 4 x 40 =160, 60 x_6 =360, 60 x_40 = 2400.
~— "~ ~— —~— "~ ~— " —~~

Vemos que s6 podemos ter x = 4 e z = 6, pois em qualquer outro caso o produto xz
240 240

nao é um divisor de 240. Segue que y = — = = 10, donde
Tz 4x6

T+y+2z=4+10+6=20.

Solugao 2: Somando zy + z = 46 e x + yz = 64, obtemos

(x+2)y+)=@@+2)y+(r+2)=ay+z2z+x+yz=46+64 =110
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42.

43.

44.

e vemos que y + 1 é um divisor de 110. Logo, temos as possibilidades
y+1=1,2510,11,22,55 ¢ 110,

ou seja, y = 0,1,4,9,10,21,54 e 109. Por outro lado, y é um divisor de 240, porque
xyz = 240 e, além disso, y é positivo, que nos deixa com as tUnicas possibilidades
y = 1,4 e 10. Examinemos cada caso de y.

e Sey=1,entdo 110 = (x + 2)(y + 1) = (x + z) x 2, portanto, x + z = 55. Como
também 46 = xy + 2 = x + 2, esse caso y = 1 nao é possivel.

e Se y = 4, entdo 110 = (z + 2)(y + 1) = (z + z) x 5, portanto,
xr + 2z = 22. Mas 240 = zyz = 4zz, portanto, zz = 60. Podemos verificar
(por exemplo, com uma lista de divisores de 60 ou, entao, resolvendo a equagao
w? — 22w + 60 = 0) que nao héa valores inteiros positivos de x e z que verifiquem
essas duas condicoes x + z = 22 e xz = 60. Logo, esse caso y = 4 também nao é
possivel.

e Se y =10, entao 110 = (x + 2)(y + 1) = (= + 2) x 10, portanto, x + z = 11. Mas
240 = zyz = 10zz, portanto, 2z = 24. Podemos verificar (por exemplo, com uma
lista de divisores de 24 ou, entdo, resolvendo a equagao w? — 11w + 24 = 0) que
os tnicos valores inteiros positivos de x e z que verifiquem essas duas condicoes
r+z=1lexz=24sa0x=4e 2=60.

Assim, a tnica possibilidade é x =4,y = 10 e z = 6, com o que = + y + z = 20.

Pontos da reta — A opgao correta é (b).

Notamos que a e b sdo niimeros maiores do que 1/2 e menores do que 1. Portanto, a+b
¢ um numero maior do que 1 e menor do que 2. Logo, a + b s6 pode ser representado
por m. Como a < b, segue que a — b é negativo e, portanto, s6 pode ser representado
por ¢. Quanto ao produto ab, notamos primeiro que, como a e b sao positivos, seu
produto é positivo. Por outro lado, temos b < 1 e a > 0, donde ab < a. Assim, o tnico
nimero que pode representar ab é p.

Velocidades — A opcao correta é (d).

O menor tempo de percurso é obtido quando se percorre o maior trecho com a maior
velocidade e o menor trecho com a menor velocidade. J& o maior tempo é obtido
quando se percorre o maior trecho com a menor velocidade e o menor trecho com a

maior velocidade. Assim, o tempo total gasto pelo piloto nos trés trechos é de, no

24 4 24 4
0, 300,400 15 horas e de, no méximo, 240 | 500 + a0 17 horas.

0 "7 0 800 75 | 400

Comprimento de diagonal — A opgao correta é (b).

Py B

Primeiro notamos que os triangulos AAPS e ACQR sao con- 4 2
gruentes, pois tém os trés angulos iguais (um deles sendo reto)
e também um de seus lados (PS = QR). Do mesmo modo,
os triangulos ABPQ e ADRS também sao congruentes. Se-
jam AP = xz e BP = y. Entao a area do triangulo AAPS
¢ 2 2% ¢ a do triangulo ABPQ ¢ 5 y? ¢ a area cortada foi de
2(%x2 + %yg) = 2% 4+ 92
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45.

46.

47.

48.

49.

Assim, estabelecemos que 22 + y? = 200. Agora notamos que PR ¢ a hipotenusa do
triangulo retangulo APSR. Para calcular PR, basta saber o comprimento dos catetos
PS e RS. Mas PS é a hipotenusa do triangulo retangulo AAPS e do Teorema de
Pitdgoras segue que (PS)? = (AS)* + (AP)? = z? + 2? = 22?. Do mesmo modo,
obtemos (RS)? = 2y%. Logo,

(PR)? = (PS)* + (RS)* = 22* + 2y* = 2(2* + y*) = 2 x 200 = 400,

ou seja, PR = /400 = 20 m.

Divisao de nimeros grandes — E claro que com niimeros tao grandes, o objetivo
da questao nao é efetuar a divisao. Em vez disso, decompomos o niimero em partes
convenientes.

123456 123 456 = 123 456 000 000 + 123 456 = 123 456 x 1000 000 + 123 456
= 123456 x (1000000 + 1) = 123456 x 1000001

Logo, 123456 123 456 + 1000 001 = 123 456.

Refrigerante no cinema — A opgao correta é (c).

A economia teria sido equivalente a seis refrigerantes, permitindo a Joaozinho mais um
cinema e mais um refrigerante. Logo, o ingresso do cinema ¢é cinco vezes o valor do
refrigerante.

Divisao de poténcias — A opgao correta é (c).
5050 (2 % 52)50 250 % 5100

Solugao 1: = 250 x 5% = (22 x 5?)% = 100%.

2525 (52)25 o 550
500 (2% 25)%0 250 x 255
Solugo 2: - = ( 2525) - ;;25 — 925 5 925 5 9525 — 1002,

Palitos de dois tamanhos — A opcao correta ¢ (a).

A quantidade de palitos ¢ minima quando o ntimero de palitos de 7 c¢cm utilizado é
o maior possivel. O segmento mede 200 cm. Dividindo 200 por 7, obtemos 200 =
28 X 7 + 4. Portanto, se tentdssemos utilizar apenas palitos de 7 cm, deveriamos uti-
lizar 29 palitos, mas ainda sobrariam 3 cm. Para que nao sobrem esses 3 cm, basta
substituir 3 dos 29 palitos de 7 cm por palitos de 6 cm. Temos 26 x 7+ 3 x 6 = 200.
Logo, o ntimero minimo de palitos é 26 + 3 = 29. Devemos utilizar 26 palitos de
7 cm e 3 palitos de 6 cm.

Observacgao: Observe que a solugao equivale a encontrar niimeros inteiros x e y tais

que 200 = 7y  + 6z, ey secja o maior possivel, onde y denota o nimero de
miltiplo de 7 ~ multiplo de 6

palitos de 7 cm e z o de palitos de 6 cm.

Maior raiz — A opgao correta ¢ (d).

Solugédo 1: Usando a fatoragao a? — b* = (a — b)(a + b), temos

0= (r—37)>—169 = (z —37)* —13* = (x — 37— 13)(z — 37+ 13) = (x — 50)(z — 24).
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Logo, as raizes sao 24 e 50.

Solugao 2: Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados de (z — 37)? = 132, temos
x—37=13,ouxz —37=—13. Assim, z = 50 ou = = 24.

50. Mdquina com visor — A opcao correta é (d).

O diagrama a seguir mostra os resultados de dois algarismos que podem ser obtidos a
partir do ntmero 5, apertando cada uma das duas teclas.

5
\ A 59
B
A 29
14/7 B~ 36
R
41
N
83

51. Quadrado madgico parcial — A opgao correta é (e).

De acordo com a regra de quadrado mégico, temos que a soma dos
numeros da diagonal que contém y é igual & soma dos niimeros da T T 11 i
coluna que contém vy, ou seja, 26 + 14 +y = y + x + 13. Segue que 6 3

26+ 14 =z + 13, donde =z = 13.

52. Area do retdngulo — A opcao correta ¢ (e).

Solugao 1: Observemos, primeiro, que a razao entre as areas de dois retangulos que
tém a mesma base é igual & razao entre suas alturas. De fato, na figura a esquerda,
estao representados dois retangulos que tém a mesma base b e alturas hy e hs.

Suas areas S7 e Sy sao dadas por S; = bhy e Sy = bhsy, portanto,

$i_bh _ I
Sy bhy  hy
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Aplicando essa observagao aos dois pares de retangulos dados (ver figura acima, a
direita) e denotando por S a area do quarto retangulo, temos

S h 16 4

27 hy 123
(27 x 4) = 36. Assim, a area do retangulo ABCD ¢é

de modo que S = %

12 +16 4+ 27 4 36 = 91.

Solugao 2: Sejam x e y lados dos retangulos de
areas 12 e 27, respectivamente, como indicado na 16 16 h,
figura. Logo os outros lados desses retangulos sao X
12/x (retangulo de area 12), 16/x (retangulo de 12 12 27 h,
area 16) e 27/y (retangulo de area 27), como indi- X
cado na figura. * Y

. . 16 12 28
Assim, o comprimento do retangulo ABCD é x + y e sua largura — + = -z

12 2 27 9

Claramente, — = — | de modo que y_2L_7 A érea de um retangulo é o produto
T Y r 12 4

2B e 2B

do comprimento pela largura. Logo, a drea de ABCD é A = (x+y) x — = 28+
x x

28+28%.Assim,A:28+28><Z:28+7><9:91.

. Lado do quadrado

Solugao 1: Sejam x e y o maior e o menor catetos, respectivamente, do triangulo
retangulo. Como o lado do quadrado ABC'D mede 3 c¢m, temos x — y = 3. Por outro
lado, como o lado de EFGH mede 9 cm, temos x + y = 9. Resolvendo o sistema,
encontramos ¢ = 6 e y = 3. Logo, o lado do quadrado IJK L, que é a hipotenusa do
triangulo retangulo, mede /62 + 32 = /45 = 3+/5 cm, pelo Teorema de Pitagoras.

H M G

x+y

E O F

Solugao 2: Os quadrados IJKL e MNOP tém como lados as hipotenusas dos trian-
gulos retangulos dados, logo tém a mesma area.

Superpondo-se as duas figuras e fazendo esses dois quadra-
dos coincidirem, encontramos oito triangulos e concluimos que
8 X a area do triangulo ¢ igual a area de EF'G H menos a area
de ABCD, ou seja, ¢ igual a 92 — 32 = 72. Logo, a area de
cada triangulo é 9 cm?. Da figura, temos que a 4rea de IJKL
é igual a 4 x a area do tridngulo mais a area de ABC D, ou
seja, ¢ igual a 4 x 949 = 45.
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o4.

95.

96.

o7.

58.

59.

Logo, o lado do quadrado IJK L mede V45 = 3v/5 cm.

Maior nimero — A opgao correta é (d).

Lembre que, se num produto, um dos fatores é zero, entao o produto também é zero.
Temos 2 x 0 x 2006 = 0,2x0+4+6 =0+6 =6, 2+0x2006 =2+0 = 2,
2x(046)=2x6=12e2006x0+0x6=0+0=0. Logo, o maior ntimero é
2x(046)=12.

Operagcao ® — A opgao correta é (e).

Temos que descobrir qual é a regra dessa operagao. Note que
204=10=2x4+42308=27T=3x8+3,4027T=112=4x27+4

ed®1=10=5x1+5.

Uma hipoétese plausivel é que a regra que define a operagao © seja
a®b=axb+ a. Segundo essa regra, temos

10BOT) =40 (8x7+8) =4@64=4x 64+ 4 = 260.

Terceiro lado — A opgao correta é (e).

Lembre que, num tridngulo, a soma de dois lados quaisquer deve ser maior que o
terceiro lado. Como 1 + 5 nao é maior do que 7, o terceiro lado nao pode medir 1 cm.

Asterisco — A opgao correta ¢ (e).

sT3

T4 24

1 * 3 2 * (3 2) * 25 * — 25

x—25 1 4

o zézﬂ,donde*—%zél, ou seja, x = 29.
Ezxpressoes algébricas — Note que a figura é um retangulo formado por um quadrado
de lado @ e um retangulo de lados 1,5 e a. Logo, a? é a area do quadrado e 1,5a ¢ a
area do retangulo. Assim, a? + 1,5a representa a soma dessas duas areas, ou seja, a

area total da figura. JAda+3=3a+ 1,5+ a+ 1,5 é o perimetro da figura.

Logo,

Faiza decorativa — A opgao correta ¢ (d).

Solugao 1: O comprimento da hipotenusa de cada um dos cinco
triangulos retangulos isésceles da faixa mede 30 -5 = 6 cm. O
quadrado formado por quatro desses triangulos tem lado igual a
6 cm, portanto, sua area é 36 cm?. Logo, cada um dos triAngulos
tem 36 ~ 4 = 9 cm? de 4rea. Portanto, a area da parte sombreada
mede 9 x 5 = 45 cm?.

6 cm

Solugao 2: O comprimento da hipotenusa de cada um dos cinco triangulos retangulos
isosceles da faixa mede 30 <+ 5 = 6 cm. Denotando os catetos desses triangulos por =z,
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60.

61.

62.

63.

64.

o Teorema de Pitdgoras fornece 36 = 22 + 2° = 222, ou seja, 2° = 18, de modo que
a area de cada um dos cinco triangulos da faixa mede 9 cm?. Assim, a 4rea da parte
sombreada mede 5 x 9 = 45 cm?.

Bicicleta e chocolate — A opgao correta é (c).

2 barras da 3 h 1 barra d4 1,5 h = 1 h 30 min

Como { 12 bombons da 2 h * °81¢ A€ { 3 bombons d4a 0,5 h = 30 min ~

Assim, Tido me emprestara a bicicleta por 1 h 30 min + 30 min = 2 horas.

Retas paralelas?

Solugdo 1: No triangulo ABCE, temos BEC = 180° — (42° + 48°) = 90°. No
triangulo AAF D, temos AFD = 180° — (28° + 62°) = 90°. Logo, as retas EC e F'D
sao perpendiculares & reta AB, de modo que sao paralelas.

Solugao 2: No triangulo AABC, temos BCA = 180° — (48° + 62°) = 70°. Portanto,
ECA =70°—42° =28° = FDA. Logo, as retas EC' e F'D sao paralelas, pois cortam
a reta AD segundo o mesmo angulo.

Menor nimero — A opgao correta é (b).

5 5 5
Como x > 5, temos 0 < x — 1 < x < x + 1. Portanto, —— < — < . Também
. . r+1 z -
x
temos — < 1 < — < ——, pois 5 < z < x + 1. Assim, dentre os nimeros 5/z,

5/(x +:{), 5/(x —1),x/5e (x+1)/5, o menor é 5/(z + 1).

Area de quadrado — A opcio correta ¢ (a).

Denotemos por C' e L o comprimento e a largura, respectivamente, de cada um dos
quatro retangulos. O perimetro de cada retangulo é dado por 2(C' + L). Como esse

perimetro mede 40 cm, obtemos C' + L = 20 cm. Observe, na figura dada, que o lado
do quadrado STUV é dado por C'+ L. Assim, sua area ¢ de (C'+ L)* = 20? = 400 cm?.

Operando fragoes

@1+ttt 11t 1t 1 1 1 1-1 1 1
2 2 3 673 4 1274 5 2005 6 30
(b) l+l_|_i_|_i+i:1_l+l_l+l_l+l_l+l_l-
EPNCARTARTAR A A A
T3 bd b4 2 b
cancelando as parcelas iguais de sinais opostos, resulta que
l+l+i+i+i—1_l—§
2 6 12 20 30 6 6
(c) Para calcularasomal+l+i+i+i+i+~-~+; COIEGAINOs
2 6 12 20 30 42 999000’

observando que todos os denominadores sao produtos de niimeros consecutivos,
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65.

66.

67.

iniciando em 1; usando a decomposi¢ao de cada parcela dada no item (a), obti-
vemos, no item (b), que

1 N 1 N 1 N 1 N Lo,
I1x2 2x3 3x4 4x5 5x6 6

Mais geralmente, podemos provar que

1 N 1 N 1 N 1 N 1 . 1 . 1

I1x2 2x3 3x4 4x5 5x6 nx(n+1) = n+l’

Assim,

1+1+1+1+1+ + L, L 999 999

2 6 12 20 30 999000 1000 1000 7

Angulos e perimetro — O triangulo ABC'D & is6sceles, porque tem dois lados iguais,
BD = BC, logo BDC = BCD.

Mas DBC = BaD, portanto os trés angulos desse
triangulo sao iguais, cada um valendo 180° + 3 =

60°, e o tridngulo ABCD ¢é equilatero. Assim,
BD =BC =CD =115 m.

al
226 m D
O triangulo AABFE também é isésceles, porque tem dois angulos iguais, logo os lados

AFE e AB sao iguais, portanto AB = AE = 120 m. Assim, o perimetro da figura mede
120 X 2+ 115 x 2+ 226 = 696 m.

Desigualdade racional — A opgao correta é (c).

1—4(x -2 9-—-4
<4 <— —4<0<:>L<0<:> v
x— 2 x— 2 xr— 2 xr —

< 0.

Temos
Para que uma fracao seja negativa, o numerador e o denominador devem ter sinais
contrarios.

1° Caso: 9 —4x > 0 e x — 2 < 0. Devemos ter x < (9/4) e z < 2. Portanto, x < 2,
pois sendo menor do que 2, automaticamente z sera menor do que 9/4. Concluimos
que todo x < 2 satisfaz a desigualdade.

22 Caso: 9—4z < 0ex—2 > 0. Devemos ter x > (9/4) e x > 2. Portanto, z > (9/4),
pois sendo maior do que 9/4, automaticamente z sera maior do que 2. Concluimos que
todo x > (9/4) satisfaz a desigualdade.

Juntando os dois casos, concluimos que x satisfaz a desigualdade se, e s6 se, < 2 ou
x > (9/4).
Desigualdade dupla — A opgao correta é (e).

Como os nimeros que aparecem sao todos positivos, podemos elevéi-los ao quadrado
mantendo o sentido das desigualdades, obtendo

2000 x 2000 = 2000? < n(n+ 1) < 20052 = 2005 x 2005.

Observe que n e n + 1 sao inteiros consecutivos, portanto, as tunicas opgoes sao as
seguintes.
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e 2000% < 2000 x 2001 < 2005> e 2000% < 2001 x 2002 < 2005>
e 2000% < 2002 x 2003 < 20052 e 2000% < 2003 x 2004 < 20052
e 2000% < 2004 x 2005 < 20052

Logo, temos cinco possibilidades para n, a saber, 2000, 2001, 2002, 2003 e 2 004.

68. Didmetro do circulo — Observe que OC ¢é um raio do circulo. Temos que OC =
AB = 5 cm, por serem as diagonais do retangulo OACB. Logo, o diametro mede
10 cm.

69. Falta um dngulo — A opgao correta é (d).

Lembre que a soma dos angulos internos de um triangulo ¢ 180°. Do triangulo ASTU,
temos que T'SU = 180° — (75° + 30°) = 75°. Logo, esse triangulo é isosceles (por ter
dois angulos iguais) e, portanto, TU = SU. Como TU = SV, segue que SU = SV.
Assim, o tridngulo ASUV também é isosceles e, portanto,

~ 1
SVU = 5(180O — 50%) = 65°.

70. Café, bolo e gato — Vamos listar os eventos ocorridos e contar o tempo gasto em
cada um. A primeira atividade foi colocar o gato fora da casa, logo nossa lista comeca
com essa atividade e o tempo é contado a partir dela.

Atividade Tempo depois que o gato
foi posto fora de casa
Gato fora de casa 0 minutos
Bolo no forno 10 minutos
Fazer o café 10 + 6 = 16 minutos
Despertador toca 35 + 10 = 45 minutos
Gato entra em casa 45 — 5 = 40 minutos
Acabar de tomar o café 40 + 3 = 43 minutos
Telefone toca 16 + (40 — 16) + 2 = 28 minutos
Desligar o telefone 28 + 5 = 33 minutos

Podemos, agora, dar as respostas.
(a) As 3h59min desliguei o telefone, o que ocorreu 33 minutos depois de colocar o
gato fora de casa. Como 59 — 33 = 26, coloquei o gato para fora as 3h26min.
(b) O despertador toca 45 minutos apos colocar o gato fora de casa.
(c) O gato ja estava fora de casa por 28 minutos quando o telefone tocou.

Podemos saber exatamente a hora em que ocorreu cada atividade, conforme a tabela
seguinte.
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71.

72.

73.

74.

Atividade

Tempo depois que o gato
foi posto fora de casa

Horéario

Gato fora de casa

0 min

59 — 33 = 3h26min

Bolo no forno

10 min

26 + 10 = 3h36min

Fazer o café

10+ 6 = 16 min

26 + 16 = 3h42min

Despertador toca

35+ 10 = 45 min

26 + 45 = 4h11min

Gato entra em casa

45 — 5 = 40 min

26 + 40 = 4h06min

Acabar de tomar o café

40 + 3 = 43 min

26 + 43 = 4h09min

16 + (40 — 16) = 2 = 28 min
28 + 5 = 33 min

26 + 28 = 3h54min
26 + 33 = 3h59min

Telefone toca

Desligar o telefone

Muitos dngulos — Na figura I, temos 63° 4+ 18° + 95° = 176°, que é menor do que
180°. Logo, esta figura esta errada.

Na figura II, temos 112° 4+ 72° = 184°, que é maior do que 180°. Logo, esta figura estéa
errada.

Na figura III, temos 44° + 45° + 62° 4 29° = 180°. Esta figura esta correta.

Sinal de produto e de quociente

° Como%>065>0,obtemosa>0.
—b

e Como a > 0, temos 7a > 0. Como = > 0, segue que —b > 0, portanto, b < 0.
a

11
e Como o >0 e 11 > 0, obtemos abc > 0. Como b < 0 < a, segue que ¢ < 0.
abc

—18
e Como hed >0 e —18 < 0, obtemos abed < 0. Como abc > 0, segue que d < 0.
a

Sinais e radicais — Temos 3v11 = /9 x 11 = v/99. Como 100 > 99, obtemos
10 = V100 > v/99 = 3v/11, portanto, 10 —3v/11 > 0 e 3v/11 —10 < 0. Analogamente,
temos 10/26 = /100 x 26 = v/2600. Como 2601 > 2600, obtemos

51 = v2601 > /2600 = 1026,

portanto, 51 — 10/26 > 0 e 10v/26 — 51 < 0. Finalmente, 182 = 324 < 325 = 25 x 13
garante que 18 < 5+/13, de modo que 18 —5+/13 < 0.

Os nameros negativos sao (b) 3v/11 — 10, (c¢) 10v/26 —51 e (e) 18 = 5+/13.

Angulos entre retas — Temos 80° + y = 180°, portanto, y = 100°. Como as retas r
e s sao paralelas, segue que 60° 4+ x + 80° = 180°, donde = = 40°.

75. Variacao de temperatura — A variacao de temperatura é a diferenca entre a maxima
e a minima. Completamos a tabela dada com as variagoes, como segue.
Temperatura | Temperatura Variagao
Dia maxima, minima, da temperatura,
em °C em °C em °C
22feira 7 —12 T—-(-12)=7+12=19
32-feira 0 —11 0—(— 11)—0+11: 11
42-feira -2 —15 —2 —(=15)=15-2=13
H2-feira 9 -8 —(—8)=9+8=17
62-feira 13 -7 13 —(=7)=134+7=20
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76.

e

78.

Logo, a maior variacao da temperatura ocorreu na sexta-feira.

Ordenando fragées — A opgao correta é (d).

Lembre que a ordem entre fracoes constituidas de in- y
teiros positivos é determinada pelo produto cruzado dos Um numero x que

. . .a C . . _ “fica entre” 2/5 e 3/4
inteiros, ou seja, 7 < p equivale a afirmagao axd < bxc. & um nimero maior

do que 2/5 e menor
do que 3/4 ou seja

2 3
—<x<-—

<2<4<3<1<4<5
57014 327 -

Desse modo, temos

jaque 4 <6, 5 <8, 14 <20, 16 < 21, 3 <4 (duas vezes) e 8 < 15, respectivamente.
Assim, 1/6 e 1/4 ficam a esquerda de 2/5, 4/3 e 5/2 ficam a direita de 3/4 e s6 4/7
fica entre 2/5 e 3/4.

Fracgao de drea — Observe que a regiao em cinza na fi-

gura dada tem a mesma area que a do enunciado. Como

todos os retangulos tém a mesma largura, o retangulo

maior esta dividido em quatro partes iguais por segmen-

tos paralelos ao seu comprimento.
Assim, a regiao cinza representa uma quarta parte do retangulo maior.

Uma a mais!

)
(a) duas fragoes cuja diferenga é 5
5 D 5 5 10 5
4 4 4 4 4 2

)
(b) duas fragoes cujo produto é 5

g 6
1A -1
8 3

wla M
~lB
wiN

10 14 10
7 8 7

7 10 5
X —=—=_.
4 4 2

o)
o|g
£

Vb g

)
(c) duas fragoes cuja soma é 5

WLy
6 3/ 6

(d) duas fragoes cujo quociente é

17
6

W

e
WiN

wl ot
X

M| o
I

o2
3

W ot
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79.

80.

81.

Logo, a fracao que esta sobrando é —5-

Qual € o dngulo? — A opgao correta é (b).

Sejam TSM = x, SKT = Y, KLS = a, KTS = B. O triangulo AK LM é isésceles
porque tem dois lados iguais; consequentemente, seus dngulos da base sao iguais, isto €,
KMS = KLS = a. Analogamente, o triangulo AK ST também ¢ isosceles e, portanto,
KST = KTS = . Usaremos, agora, que a soma dos angulos internos de um triangulo
¢ 180°. Acompanhe na figura:

e No triangulo ASMT temos x + o + 180° — 3 = 180°, portanto, x = 5 — «.

e No triangulo AK LM temos o + « + 30° + y = 180°, portanto, y = 150° — 2a.
e No triangulo AK ST temos 3 + 8 + 150° — 2ac = 180°, portanto, 3 — « = 15°.

Assim, z = 15°.

Operacao circular — Colocando z num dos circulos e aplicando a sucessao de ope-

2
ragoes obtemos x = % + 1, donde z = 4.

OO,

T2 -
20
DN ——@ 5

Pratos e copos — Sejam c e p o numero de copos e pratos que lara pode comprar.
Observe que certamente ¢ e p sao nimeros inteiros e além disso, como ela quer comprar,
no minimo, quatro pratos e seis copos, temos p > 4 e ¢ > 6. Como cada copo custa
R$ 2,50 e cada prato custa R$ 7,00, o custo de ¢ copos e p pratos é 2,5¢+ 7p. Mas
Iara s6 dispoe de R$ 50,00, portanto, 2,5¢+ 7p < 50. Assim, devemos encontrar dois
numeros inteiros ¢ e p que satisfagam p >4, ¢ > 6 e 2,5¢c+ 7p < 50.

e Se lara comprar quatro pratos, sobram 50 —4 x 7 = 22 reais para os copos. Como
22 = 8 x 2,50 + 2, ela pode comprar mais oito copos (sobrando R$ 2,00).

e Se lara comprar cinco pratos, sobram 50 — 5 x 7 = 15 reais para os copos. Como
15 =6 x 2,50, ela pode comprar mais seis copos.
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82.

83.

84.

e Se lara comprar seis pratos, sobram 50 — 6 x 7 = 8 reais para os copos, o que lhe
permite comprar apenas trés copos, que nao é o que ela quer.

Logo, Iara pode comprar quatro pratos e oito copos, ou cinco pratos e seis copos.

Desigualdades de inteiros — A opgao correta é (c).

Somando 1 aos trés membros das duas desigualdades —5 < x — 1 < 5 obtemos
5S54+1<x—-—141<5+1, ousea, —4 < x < 6. Os valores inteiros de = que
satisfazem essas duas desigualdades sao —3,—2,—1,0,1,2,3,4,5 ¢ 6.

Nowve quadrados — A opgao correta é (d).

O lado de A mede v/1 =1 cm e o de B mede v/81 = 9 cm. Agora temos:

e Ladode G =ladodede B —ladode A =9 —1=8 cm.
e Ladode C' =ladode B + ladode A=1+9 =10 cm.
e Ladode FF=ladode G —ladode A=8—1=7 cm.

e Lado de H =lado de G + lado de FF =8+ 7 =15 cm.

e Lado de B + lado de C' = lado de G + lado de F' + lado de FE, portanto,
9 + 10 = 8 + 7 + lado de F, ou seja, lado de E = 4 cm.

e Ladode D = ladode C 4 ladode £ =10 +4 = 14 cm.
e LLadode I = lado de E + lado de D = 18 cm.

Finalmente, a area de I mede 182 = 324 cm?.

Muitas medalhas — Denotemos por A, B,C' e D o nimero de medalhas ganhas por
André, Bruno, Celina e Dalva, respectivamente. Entao A, B,C e D sao inteiros nao
negativos e A+ B+ C + D = 21. Temos que

e Bruno ganhou o dobro de Celina, ou seja, B =2C.

e Dalva ganhou trés a mais do que Bruno, ou seja, D = B+ 3 =2C + 3.
Assim, atribuindo qualquer valor a C'; automaticamente sabemos os valores de B e D.
Mas A+2C+C+2C+3=A+B+C+ D =21. Logo, A+ 5C = 18 e, portanto,

podemos expressar também A em termos de C, com A = 18 —5C. Observe que C' < 3,
pois se C' =4, entao A = 18 — 20 = —2, o que é impossivel.

Como C' é um inteiro maior do que ou igual a 0 e menor do que 4, temos apenas as
possibilidades seguintes.

C|A|B|D
01181013
1113125
218 4|7
3131619

Como André foi o que recebeu mais medalhas, C' = 3 nao serve. O problema tem,
entao, trés possiveis solucoes, listadas a seguir.
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85.

86.

A|B|C|D
187101013
13121115
814127

As somas sao quadrados — Com niimeros de 1 a 15, a soma de dois adjacentes é, no
minimo, 3 e, no maximo, 29. Os quadrados de ntumeros inteiros de 3 a 29 sdo, apenas,
4,9, 16 e 25. Verifiquemos quais sao os numeros de 1 a 15 que podem ser adjacentes,

ou “vizinhos”.

Nimeros | 1 | 2 | 3 | 4|5 |6 |7|8|9[10|11 12|13 |14 |15

Viginhos | 3 | 7 | 1 | 5[4 |3 |2|1|7]6 |5 |4]3]2]1

possiveis | 8 | 14| 6 |12 |11 [ 10]9 1511411312 ]11 |10
15 13

Os nimeros 8 e 9 s6 tém, cada um, apenas um possivel vizinho, logo eles devem ser
colocados no inicio e no fim da fila, seguidos de seus tnicos vizinhos.

Blefrfrfrgegefefefefefefe][7]o]

Sobram os nameros 2, 3, 4, 5, 6, 10,11 12, 13, 14 e 15. Na “tabela de vizinhos”, vemos
que, ao lado do 7, s6 podemos colocar o 2 e, ao lado do 2, s6 o 14. Temos, entao,

(sl 2 2222222 [1a]2]7]09

Consultando a “tabela de vizinhos” e os nimeros que sobram, chegamos a resposta.

[8]1]15[10]6[3][13[12]4]5[11[14[2][7[9]

Veja, a seguir, a solu¢ao passo a passo.

Formagao da linha em cada etapa Sobram

ST1] 7 7 21?27 712177 17171719123 45,610, 11, 12,
13, 14, 15

8 1 ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? 21719 3,4,5,6,10, 11, 12,13,
14, 15

S1 1] 7 | 7 (2|71 7 7 7177 142 719]345,8610,11,12,13,
15

8 1 ? ? ? ? ? ? 715 11 4 (2| 7] 9] 3,4,6,10,12,13,15

8 1 ? ? ? ? ? ? 4 |5 11 1412|719/ 36,10,12, 13,15

8|1 ? ? 707 ? 12 45|11 |14]|2]|71|9] 36,10 13,15

8 1 ? ? ? ? 13 12 | 4|5 11 1412|719/ 36,10,15

8 1 ? ? 713 13 12 | 4|5 11 1412|719/ 6,10,15

8| 11510 |6 |3 |13 |12 |4 |5 |11 | 14 | 2| 7| 9 | Resposta

Area de uma regiao — Lembre que a area de um triangulo é
1
3 base x altura,

onde a altura ¢ relativa a base escolhida. No triangulo AAFE B, temos base = AB =
comprimento do retangulo e a altura relativa a essa base ¢ BC' = largura do retangulo.

1
Logo, B AB x BC =24 e AB x BC = 48. Logo, a area do retangulo ¢ 48 cm?. Assim,
a drea pedida é 48 — (24 + 13) = 48 — 37 = 11 cm?.
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87. Poténcias de 10 — A opcao correta ¢ (c).

38.

89.

90.

0,00001 x (0,01)2 x 1000 107° x (107%)? x 10°  107° x 10~* x 10
0,001 N 10-3 N 10-3
10750+ 1076

10— 103

=107 =107°

Diferencga de quadrados — A opgao correta é (d).
Como (x +y)? =22+ 2zy +y? e (v — y)? = 2% — 22y + v, temos
20 = (z+y)* — (x—y)? = 2> + 2oy + y* — 2® + 22y — y* = 4y,

portanto zy = 5.

Um quadrildtero — Para que ABC'D seja um paralelogramo, seus lados devem ser
dois a dois paralelos, isto é, AB||C'D e AD||BC. Como DAB + ABC = 180°, as retas
AD e BC' sao paralelas. Também as retas AB e DC' sao paralelas, pois temos dois
angulos alternos internos de 45° entre essas retas. Assim, ABC'D é um paralelogramo.

Sexta-feira treze — Como os dias da semana se repetem a cada 7 dias, a diferenga
entre os dias da semana é dada pelo resto ao dividir o nimero de dias transcorridos
por 7. Na tabela abaixo, temos

(a) na primeira linha, o namero de dias entre o dia 13 de um més e o dia 13 do més
seguinte;
(b) na segunda linha, o resto obtido quando dividimos esse numero por 7;

(c) na terceira linha, o resto obtido quando dividimos por 7 o ntimero de dias entre o
13 de janeiro e o 13 do més correspondente; assim, esse niimero ¢ obtido somando
os resultados obtidos na primeira linha, desde janeiro até o més correspondente,
calculando, depois, o resto da divisao por 7.

JF|F-M|M-A|AM | MJ|JJ|JA | AS|SO|O-N|ND
31 28 31 30 31 | 30 | 31 31 30 31 30
3 0 3 2 3 2 3 3 2 3 2
3 3 6 1 4 6 2 ) 0 3 5

Os valores iguais na tltima linha, significam que, nesses meses, o dia 13 caiu no mesmo
dia da semana. Em particular, a tltima linha nos diz que 13 de fevereiro, 13 de marco
e 13 de novembro correspondem ao mesmo dia da semana. Assim, no maximo, temos
trés sextas-feiras treze.

No caso de trés sextas-feiras treze num mesmo ano, o 13 de janeiro ocorreu 3 dias antes
de sexta-feira, isto é, numa terca-feira, e o dia 10 de janeiro aconteceu 3 dias antes,
isto é, num sabado.

Observacao: Note que uma sexta-feira 13 ocorre apenas quando o primeiro dia do
més cair num domingo. Assim, uma outra maneira, talvez mais simples, de resolver o
problema é determinar o niimero maximo de vezes em que o primeiro dia do més caia
num domingo num ano que nao seja bissexto.
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91.

92.

93.

Tridngulos com lados inteiros — A opgao correta & (b).

Para que trés nimeros a, b e ¢ sejam os comprimentos dos lados de um triangulo, cada
um deles deve ser maior do que a diferenca e menor do que a soma dos outros dois.
Sejam a < b < ¢ os comprimentos dos lados do tridngulo, de modo que ¢ < a + b.
Agora, somando ¢ a ambos os membros, temos 2¢c < a + b+ ¢ = 12, ou seja, 2¢ < 12,
de modo que ¢ < 6. Além disso, como 3¢ > a + b+ ¢ = 12, temos que ¢ > 4, de modo
que 4 < ¢ < 6.

No caso ¢ = 5, temos que a + b = 7 e os possiveis valores de a e b sao a =2 e b =5,
oua=3eb=4. No caso c =4, temos que a + b = 8 e, portanto, a tnica solugao é
a = b= 4. Conclusao: temos 3 possiveis triangulos.

Festa de aniversdrio — Denotemos por m o nimero de magas e por p o namero de
peras que Ana compra, de modo que o peso que ela leva na sacola é 300m+200p gramas.
Como a sacola aguenta, no maximo, 7000 gramas, temos 300m + 200p < 7000, que
equivale a 3m+2p < 70. Como as peras pesam menos, Ana deve levar uma quantidade
maior de peras e, portanto, uma menor de magas. Como Ana quer fazer tortas de
ambas frutas, precisa levar pelo menos 1 maca.

Se ela levar uma maca, temos 2p < 70 — 3 = 67, portanto p < 33,5, o que significa que
Ana pode levar mais 33 peras, num total de 34 frutas. Se ela levar duas magas, temos
2p < 70 — 6 = 64, portanto p < 32, o que significa que Ana pode levar mais 32 peras,
novamente num total de 34 frutas. Se ela levar trés macas, temos 2p < 70 — 9 = 61,
portanto p < 30,5, o que significa que Ana s6 pode levar mais 30 peras, num total de
33 frutas.

Nas contas feitas, vemos que, a cada maga que Ana levar a mais, ela precisa comprar
1,5 peras a menos. Assim, se levar mais do que duas magas, nunca podera levar mais
do que 30 peras, num total sempre inferior a 34 frutas.

Conclus@o: o nimero méaximo de frutas que Ana pode levar é 34 frutas (ou uma maga
e 33 peras, ou duas magas e 32 peras).

Os dois quadrados — Se a é a medida do lado do quadrado maior e b a medida
do lado do quadrado menor, entdo sabemos do enunciado que a? = b* + 2001 . Logo
2001 = a* — b* = (a + b)(a — b) e, como a e b sdo nimeros inteiros, temos que a + b
e a — b sao divisores de 2001. Mas, 2001 = 3 x 23 x 29, portanto, temos 4 possiveis
formas de fatorar 2001 em dois fatores, a saber,

(a+0b)(a—b) =2001 x 1 =667 x 3 =87 x 23 =69 x 29.

Como (a +b) + (a — b) = 2a, resulta

(a) a+b:2001ea—bzl,casoemqueaz%leOl;
(b) a+b=667ea—b=3, casoemquea:6672+3:335;
(¢c) a+b=87ea—b=23, casoemquea:87;_23:55;
(d) a+b=69¢a—b=29, casoemquea:69;29:49.
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Assim, as possibilidades para o lado maior sao 1001, 335, 55 e 49 cm.

94. A multiplicacao — O maior quadrado no retangulo de 85 x 135 ¢é aquele de 85 x 85.
Sobra, entao, um retangulo de 50 x 85, em que o maior quadrado mede 50 x 50.
Continuando assim, obtemos

85 x 135 = 852 4+ 502 + 352 + 152 + 152 + 5% + 52 4+ 52,

535953
152
352
152
852
502
95. Expressao fraciondria — A opcao correta é (c).
- 1
Solugao 1: Temos Ty _r_¥_4,_ 4 e, como - 2, resulta que y_ - e,
x T T T Y T 2
portanto,
ToY_T_Y_y 1
r r oz 2
— 2y — 1
Solugao 2: Se — = 2, entao x = 2y e, portanto, y_4-Yy_ 9 _ -
2y 2y 2

96. Diferenca e soma de quadrados

(a) Como a® — b* = (a + b)(a — b), temos

16782 — 1677* = (1678 4+ 1677)(1678 — 1677) = 3 355.

(b) Como (a + b)* = a® + 2ab + b*, temos

1001% + 1000* = (1000 + 1)* 4+ 1000% = 1000 + 2000 + 1 + 1 000* =
=2 x 1000% + 2001 = 2002 001.

(c) Como (a — b)? = a® — 2ab + b*, temos

19999% = (20000 — 1) = (2 x 102 —4 x 10* + 1 =
=4x10%—4 x 10"+ 1 = 399960 001.
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(d) Colocando em fungao de 2000, temos

20012 + 20022 +2003% = (2000 4 1)* + (2000 + 2)? + (2000 + 3)? =
=3 x 2000% 4 12 x 2000 + 14 = 12024 014.

97. Um queijo triangular — Para dividir o queijo em 5 partes iguais, é suficiente dividi-

98.

99.

lo em 5k partes iguais e dar k partes a cada um. Observe que se dividirmos cada lado
para servir de base de dois tridngulos equilateros menores, obtemos 4 = 22 triangulos
menores no total; dividindo cada lado para servir de base de trés ou quatro triangulos
equildteros menores, obtemos 9 = 32 ou 16 = 42 triangulos no total. Dessa maneira,
a menor divisao em 5k triangulos menores ¢ alcancada quando 5k ¢ um quadrado, ou
seja, quando k = 5. Essa particao é mostrada na figura, em que o queijo foi partido
em 25 = 52 = 5k triangulos.

AVAVAVAN
VAVAVAVAVAN

Notas de Matemadtica — Devemos encontrar os valores dos simbolos na soma

[ B¢
+  hx
x OH

As duas notas sao niameros de dois algarismos e a soma deles tém trés algarismos, de
modo que a soma precisa ser maior do que 100 e menor do que 200. Assim, temos que
% = 1. Mas, Claudia obteve 13 pontos a mais do que Joao, portanto,

o
+ 1 3
* 1

Agora, como a soma de % e 3 termina em 1, temos que % = 8 e, portanto, Bl = 6.
Assim, as notas de Claudia e Joao sao, respectivamente, 81 e 68.

Operag¢ao com raiz quadrada — A opgao correta é (c).
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100.

101.

Observe que, denotando por A a expressao dada, temos

(Vo +VD(VE-2yVE+2]
= (V6 + V2)2(V3 - 2)? (\/f+2>

(
= (V6 +v2)2(V3-2)2(V3+2)
= (V6 +V2*(V3-2)[(V3-2)(v3+2)]
= (6+2V12+2)(V3 - 2)((V3)* - 2%)
= (6 +2V12 +2)(V3 — 2)(-1)
= (84+4V3)(2—V3) =4(2+V3)(2 - V3)
=422 - (V3)) =4x1=4.

Assim, A% = 4 e, portanto, A pode ser 2 ou —2. Como /3 — 2 é negativo e os outros
dois fatores de A sao positivos, temos que A deve ser negativo, ou seja, A = —2.

Para a escola de bicicleta — Seja t o tempo que Catia gasta pedalando a 20 km/h.
Pedalando a 10 km /h, ela faz o percurso no dobro do tempo que pedalando a 20 km /h,
isto é 2t. No entanto, como ela demora 45 minutos a mais, temos 2t —t = 45, de modo
que t = 45 min. Logo, diariamente, ela sai da escola 45 minutos antes das 16h30m,
isto é, as 15h45m, e o percurso até sua casa, que é feito em 45 min a 20 km/h, tem

— x 20 = 15 km. Para sair da escola as 15h45m e chegar em casa as 17h, ela deve

4
percorrer esses 15 km entre a escola e sua casa em 1h15m, o que corresponde a 5/4 de

hora. Portanto, Catia deve manter uma velocidade de

15km 60
2 P km/h = 12 km /b,
5An 5 m/

Distdncia na reta

Solugao 1: Como a maior distancia entre dois pontos ¢ 19 e a menor é 2, desenhamos
uma reta numérica com os dois pontos 0 e 19 nas extremidades e o ponto 2 a duas
unidades de 0, obtendo os primeiros trés pontos na figura.

b1 b3 b2

Em seguida, colocamos dois outros pontos, para tentar fechar as distancias exigidas.
Como precisamos ter distancias 5 e 7, colocamos o ponto 7 na reta, o que nos da
distancias que nao sao incompativeis com os dados do problema, ja que as distancias
entre esses 4 pontos sao 2, 5, 7, 12, 17 e 19, conforme figura.

p1 p3 P4 b2
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Desse modo, se nossa tentativa de colocar todos os pontos tiver éxito, necessariamente
k = 12. Temos sorte pois, para obter as distancias 4, 8, 13 e 15, basta colocar o ponto
15 na reta, obtendo todas as distancias 2, 4, 5, 7, 8, 12, 13, 15, 17 e 19, conforme
figura.

p1 p3 P4 D5 b2

Escolhendo 4 como terceiro ponto, obtemos uma outra distribuicao de pontos com as
mesmas distancias entre eles, como na figura seguinte, em que, novamente, k = 12.

0 4 12 14 19
p1 b3 yZ D5 b2

Solugao 2: Como a maior distancia é 19 podemos, supor que um ponto é 0 e outro
é¢ 19. Se um terceiro ponto for igual a a, teremos as distancias a — 0 = a e 19 — a
na lista de distancias dada. Como nessa lista de distancias aparecem os pares 2 e 17,
bem como 4 e 15, podemos escolher o nimero a = 2 ou @ = 4 como terceiro ponto.
Escolhamos o ponto 2. Como 4 e 15 estao na lista das distancias, temos que 4 ou 15 é
outro ponto na reta; mas, 4 nao pode ser um dos pontos porque a distancia 2, entre 2
e 4, nao aparece duas vezes. Logo, 15 ¢ o quarto ponto na reta. Por tltimo, o quinto
ponto tem que estar a uma distancia 5 de um dos pontos e 7 de outro. Assim, o ponto
que falta é o ponto 7 e a distancia desconhecida é k =19 — 7 = 12.

Tomando 4 como terceiro ponto, obteriamos os pontos 12 e 14 como quarto e quinto
pontos e, novamente, a distancia desconhecida é k = 12.

Numero impar — A opcao correta é (c).

Lembremos que a soma ou diferenga de nimeros de mesma paridade é um ntmero par:

par + par = par e impar 4+ impar = par.
Observemos que n? e n® podem ser pares ou impares, portanto n? + 5 e n® + 5 podem
ser impares ou pares, dependendo de n ser par ou impar. Restam as opgoes (a), (b) e
().

Solugao 1: Ambos n?—n e n?+n siao soma e diferenca de dois niimeros que sempre tém
a mesma paridade, portanto, esses niimeros sempre serao pares, do mesmo modo que
n?—n+2 e n?+n-+2. Finalmente, a opcao correta é (c), porque n?+n+5 = (n®>+n)+5,
que é soma de um par e um impar, sempre serd um numero impar, para todo valor
inteiro de n.

Solugao 2: Observemos que n> —n =n(n —1) e n? + n =n(n + 1) sao o produto de
dois ntimeros consecutivos, portanto, sao sempre pares, do mesmo modo que n? —n + 2
e n? + n + 2. Finalmente, a opgao correta ¢ (c), porque n®> +n+5= (n*>+n)+5¢a
soma de um par com um impar, que é sempre impar, para todo valor inteiro de n.

Quatro nimeros inteiros — A opgao correta é (e).
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Como m,n,p e q sao inteiros, também 7 —m, 7—n, 7 —p e 7 — ¢ sao inteiros. Agora,
4=1x%x2x2e
4=(-1)x(=2)x1x2

é a tnica decomposi¢ao de 4 em um produto de niimeros inteiros distintos. Segue que
(7T—m)+(T7T—n)+T—-p)+(T—q¢) =(-1)+(-2)+1+2,

portanto, m +n +p+q = 28.

As pdginas do diciondrio — Observemos que:

(a) a cada dez numeros imprime-se uma vez o 1 nas unidades;
(b) a cada cem numeros imprime-se dez vezes o 1 nas dezenas;

(c) a cada mil nimeros imprime-se cem vezes o 1 nas centenas.

Assim, de 1 até 999, imprime-se o algarismo 1 um total de 300 vezes, das quais 100
vezes nas unidades, 100 vezes nas dezenas e 100 vezes nas centenas.

De 1000 até 1999, imprime-se o algarismo 1 outras 300 vezes dentre unidades, dezenas
e centenas, mais 1000 vezes na posicao do milhar, portanto, entre 1 e 1999, o niimero
de vezes que se imprime o 1 é 300 4 300 + 1000 = 1 600.

Agora, entre 2000 e 2999, imprime-se o 1 mais 300 vezes, completando
1600 4+ 300 = 1900.

De 3000 a 3099, temos 20 algarismos 1, de 3100 a 3119, temos 32 algarismos 1 e, de
3120 a 3149, temos 32 algarismos 1, portanto, até 3149, o nimero de vezes que se
imprime o 1 é 1900 + 20 + 32 4+ 32 = 1 984. Como faltam 4 algarismos 1, o ntimero de
paginas do dicionario é 3 152.

Soma de poténcias de 2
n

Solugao 1: Observe que 28 +2!1 +27 = (24)2 42 x 24 x 26 + (25)2. Logo, paran = 12,
temos 28 + 211 4 212 = (2% + 26)2. Assim, n = 12 é uma solugao.

Solugao 2: Se 2% + 2! 4 2" = k2, entao
28 423 x 28 4 9n = k2
9 x 2% 4+ 2" = k2
2" =k — (3 x 2%)?
2" = (k—3 x 2% (k +3 x 2%).

Logo, (k — 3 x 2) e (k + 3 x 2%) sao poténcias de 2, ou seja, k + 3 x 21 = 2% ¢
k—3x2"=2" coma+b=ne

2 — 2" = (k+3x2") — (k-3 x2%) =3 x2° = 96.
Examinemos a lista das poténcias de 2:
2,4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, ....

Constatamos que a diferenca dessas poténcias s6 ¢ 96 entre 128 = 27 e 32 = 2°. Logo,
a=7eb=>5. Assim, n =745 = 12 é a tnica solucgao.
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. Reverso de um niumero — Lembremos que ntumeros ab de dois algarismos, em que

a ¢ o algarismos das dezenas e b o das unidades, sao dados por ab = a x 10 + b. Por
exemplo, 47 =4 x 10+ 7.

Seja ab um nimero de dois algarismos; seu reverso €, entao, ba. Temos que
ab+ba=ax10+b+bx10+a = (a+b) x 11.

Por outro lado, a,b < 9, de modo que a + b < 18. Como 11 é um nimero primo e
a+ b <18, 11 nao divide a + b e, portanto, o produto (a + b) x 11 86 é um quadrado
perfeito se a + b = 11. Assim, temos 8 ntumeros satisfazendo a condi¢ao do problema:
29, 38, 47, 56, 65, 74, 83 e 92.

Angulos externos de um triangulo — Observemos que os angulos y, 150° e 160° séo
angulos externos de um triangulo, de modo que y+150°+160° = 360° . Assim, y = 50°.
Pela mesma razao, concluimos que z = 50°. Como x,y e 2z sao angulos internos de um
triangulo, temos x + y + 2z = 180° e, portanto, x = 80°.

Uma brincadeira — Sejam a, b, c e d os nimeros procurados. Sao dados os niimeros

at+b+c a+b+d at+c+d b+c+d
— T ot o +b e o+,

mas nao sabemos sua ordenacao. No entanto,

90 =17+21+ 23429

a+b+c a+b+d at+c+d b+c+d
:T+d+T+C+T+b+T+a

=2(a+b+c+d)

e, portanto, 2(a + b+ ¢+ d) = 90, ou seja, a + b+ ¢ + d = 45. Seja, agora, d o maior
dentre os ntmeros a, b, c e d. Entao

e concluimos que d = 21.

Ovos e magas — A opgao correta é (b).

Como o enunciado e a resposta sao percentuais podemos, nesse caso, estipular qualquer
preco e qualquer unidade monetaria, que a resposta sera, sempre, a mesma. O mais
simples, portanto, é supor que, inicialmente, uma duzia de ovos custava 100 e, portanto,
que 10 magas também custavam 100. Como o prego dos ovos subiu 10%, o novo valor
dos ovos ¢ 110. O preco das macas diminuiu 2%, portanto, o novo preco de 10 macas
é 98. Assim, enquanto antes gastava-se 200 na compra de uma dizia de ovos e 10
macas, agora gasta-se 110 + 98 = 208. Dai, temos que o aumento foi de 8 em 200, o
que corresponde ao percentual de
8 4

= — = 4%.
200 ~ 100 7
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Dividir um cubo — A opgao correta ¢ (e).

Convertendo metros em milimetros, temos 1 m = 1 000 mm. Assim, o cubo ficou
dividido em 1000 x 1000 x 1000 = 10° cubinhos, cada um com uma aresta de 1 mm.
Empilhando-se os 10° cubinhos sucessivamente um em cima do outro, obtemos uma
coluna de 10 mm = 1000 km de altura.

Uma expressao — A opgao correta é (b).

a=? 4a s 2%a Loty gt
FRrr R e el S
g T g3
T2 2 2B

Uma igualdade — Fatorando 96, temos 2° x 3 x a? = b3. Para que 2° x 3 x a? seja um
cubo, o nimero a deve ter, pelo menos, a fatoracao 2" x 3". Como queremos o menor
valor de a, tomamos a = 2" x 3" e, assim,

25 x 3 xa?=2"x3x (2" x 3™ = 251 x gltam,

Logo, 5+ 2n e 1 4+ 2m sao multiplos de 3. Os menores valores de n e m sao n = 2 e
m = 1. Portanto, a = 2% x 3 = 12.

Somas de trés em trés — Somando de trés em trés quatro nimeros a, b, ¢ e d, obtemos
os nimeros a+b+c,a+b+d,a+c+deb+c+d, sendo

(a+b+c)+(a+b+d)+(a+c+d)+(b+c+d)=3(a+b+c+d).

Como30=64+7+84+9=(a+b+c)+(a+b+d)+ (a+c+d)+ (b+c+d), resulta
30=3a+b+c+d),donde a+b+c+d= 3 = 10. Como cada ndmero é igual

a diferenga entre a soma dos quatro ntmeros e a soma dos outros trés, os nimeros
procurados sao

10-6=4,10-7=3, 10-8=2 ¢ 10-9=1.

O retangulo do Luis — Faremos a divisao com retangulos. Observamos que 24 = 6 x4
e 12 = 6 x 2, portanto, Luis pode fazer um primeiro corte a 4 cm no lado de 10 cm
e outro corte a 2 cm do corte anterior. Depois desses cortes, resta um retangulo de
tamanho 6 x 4. Por ultimo, como 16 = 4 x 4, basta fazer mais um corte a 4 cm no
lado que mede 6 cm. Duas opgoes de cortes estao ilustrados nas figuras seguintes, com
indicacao das dimensoes dos lados e das areas.

4 2 4 4 2 4
16 4 8 16 4
6 24 12 6 24
8 2 12 2
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. Uma fdbrica de blusas — A opgao correta é (c).

Denotemos por x o numero de unidades produzidas. Entao o custo de producao é
500 + 2x reais. Na venda, o fabricante esta recebendo 2,5x. Assim, ele tera lucro
quando 2,5x > 500 + 2z, isto €, 0,5z > 500, ou x > 1000.

Ezisténcia de tridngulos — A opgao correta ¢ (c).

A soma dos trés angulos internos de um triangulo é 180°. Logo, se um deles mede 90°; a
soma dos outros dois é 90° e, por isso, nao podem ser maiores do que 90°. Portanto, nao
existem triangulos retangulos obtusangulos. Os seguintes exemplos de comprimentos
de lados mostram que cada um dos outros casos pode ocorrer:

(a) 2,3, 3; (b) 1,1,v2;  (d)3,4,5  (e)3,4,6.

Os doze pontos — No total, temos 11 possiveis quadrados, mostrados nas figuras
seguintes.

5 quadrados 4 quadrados 2 quadrados

O colar — Sejam g o numero de pérolas grandes, p o de pequenas, a 0 peso (em
gramas) de uma pérola grande e b o de uma pequena. Com essa notagao, os dados sao
0s seguintes.

(a) O numero total de pérolas no colar é g + p e temos g + p < 500.
(b) O peso das pérolas grandes é ga e o das pequenas é pb.

(c) O peso total do colar é ga + pb.
Antes de equacionar o problema, equacionamos as duas hipdteses do problema.

(a) Ao substituirmos 70% das pérolas grandes pelas pequenas, o numero total de
pérolas no colar fica composto por

30% xg + p+70% xg=03g+(p+0,79)
—— ——

grandes pequenas

pérolas e seu peso fica sendo

0,39 X a + (p+0,79)xb = 0,4(ga+pb)
— ~—_——— —_——————
peso das grandes peso das pequenas  40% do peso inicial

(b) Analogamente, ao substituirmos 60% das pérolas pequenas pelas grandes, o ni-
mero total de pérolas no colar fica composto por

g+60% xp + 40% xp=(g+0,6p)+04p
— ——

grandes pequenas
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pérolas e seu peso fica sendo

(9+06p)xa +  04pxb = L17(ga+pbd)
peso das grandes peso das pequenas  170% do peso inicial

Assim, as duas hipoteses podem ser resumidas no sistema

(0.3)ga+(0,7)gb+pb = 04(ga+pb),
ga+(0,6)pa+ (04)pb = 1,7(ga+pb).

Para resolvé-lo, comecamos multiplicando ambas equacoes por 10 e simplificamos, ob-
tendo

{ (Tg+6p)b = ga,

(Tg—6p)a = —13pb.
7 6 —13
Eliminando as incognitas a e b, podemos escrever fg+bp _a_ 7‘@, resultando
g b Tg—6p

49 g*> — 36 p*> + 13 pg = 0. Para fatorar essa expressao, desdobramos

183pg=49pg—36pg
e obtemos

0=49¢>+13pg—36p* =49¢* +49pg —36p* —36pg
=9 (499 —36p) +p(49g — 36p)
=(9+p)(49g—36p),

de modo que (¢ +p)(49¢g — 36 p) = 0, ou seja,
499 =36p.

Como 36 e 49 sao primos entre si e p e g sao inteiros positivos, segue que g é um
multiplo de 36 e p um de 49, isto é, g = 36k e p = 49k’ para certos inteiros k e k'
maiores do que 1. Decorre que 36 x 49k’ = 36 p = 49 g = 49 x 36k, ou seja, k = k', de
modo que g =36k, p =49k e g+ p =85k. Como g+ p < 500, o colar s6 pode ter 85,
170, 255, 340 ou 425 pérolas.

Mulheres votantes — A opgao correta é (b).

40
A fracao de mulheres na populacao é 100 e, delas, a fragao que é votante é 100" Logo,
a fragao de mulheres votantes é
52 40 52

100 X 100 x 100% 550 x 100% = 0,208 x 100% 0,8%

Amigos do século XX — Os dois amigos nasceram no mesmo meés € no mesmo ano,
com uma diferenca de 7 dias, de modo que um nasceu no dia d/m/a e o outro no
dia (d 4+ 7)/m/a. Com essas datas formamos os numeros (d)(m)(a) e (d + 7)(m)(a).
Sabemos que

(d+7)(m)(a) = (d)(m)(a) + 7 x 10*
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onde k é o numero de algarismos de (m)(a). Observe que s6 podemos ter k = 3, se o
més m tem um algarismo, ou k = 4, se 0 més m tem dois algarismos. Como também

(d+7)(m)(a) =6 x (d)(m)(a), resulta
7 x 10% = 5(d)(m)(a).

No caso k = 3, decorre que o amigo mais velho nasceu em

(d)(m)(a) = @ — 1400,

70000

isto é, 12 de abril de 1900. No caso k = 4, decorre

data véalida.

= 14000, que nao é uma

Operagcao em uma fragcdo — Seja a/b uma fragdo qualquer e seja ¢ um nimero
qualquer tal que
at+c b

b+c a’
Esta igualdade ¢ equivalente a (a+ ¢)a = (b+ ¢)b, ou seja, a* + ac = b*> + bc ou, ainda
acla—0b) =0 —a*>= (b—a)(a+Db). Evidenciando a — b, vemos que o que se quer é
um numero c tal que
(a—b)(a+b+c)=0.

Essa igualdade pode ser satisfeita de duas maneiras.

. a ,
(a) Se a = b, temos simplesmente 1 = — e podemos somar qualquer nimero ¢ aos
dois termos da fracao para obter 1 novamente.

(b) Se a # b, precisamos ter a+b+c = 0 e, nesse caso, s6 podemos somar ¢ = —(a+Db)
aos dois termos da fragao a/b para obter b/a.

O numero 119 — Dados inteiros positivos d e r, dizemos que N dividido por d deixa
resto r se existir um inteiro n tal que N = nd+r. Se M dividido por d deixar o mesmo
resto 7, entao existe um inteiro m tal que M = md + r. Nesse caso, se M > N, resulta
que m = n + p para algum inteiro n e, portanto,

M=md+r=n+pd+r=nd+r+pg=N +pd,

de modo que M — N = pd é um multiplo de d. O mesmo ocorre se M < N.

Como 119 tem todas as propriedades arroladas, decorre que se N for algum nimero
com essas mesmas propriedades entao, necessariamente 119 — N é um maltiplo de 2,
3,4, 5 e 6. Como o menor miltiplo comum de 2, 3, 4, 5 e 6 ¢ 60, N tem as mesmas
propriedades de 119 se, e s6 se, 119 — N for um miultiplo de 60. Assim, os tnicos
nameros N com as mesmas propriedades de 119 sao da forma N = 119 + 60 x p,
para algum inteiro p. Para obter N positivo, precisamos tomar p > —1 e, para obter
N <2007, precisamos tomar p < 31, pois 119 4+ 60 x 32 = 2039 > 2007.

Assim, os tnicos ntmeros inteiros positivos e menores do que 2007 com as mesmas
propriedades de divisao de 119 sao

59,119,179,...,1979 (= 119+ 60 x 31),

num total de 33 ntmeros.
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Fonte com trés torneiras — Para simplificar, numeramos os 10 garrafoes de acordo
com 0s respectivos tempos que levam para ficar cheios, de 1 a 10.

Solugao 1: Uma ideia é utilizar o “tempo que sobra” de um garrafao para encher
outro garrafao, enchendo simultaneamente outros dois. As figuras seguintes ilustram
a solucao. Na Figura I, as 3 torneiras gastam 10 minutos para encher os garrafoes 10,

Figura I: 10 min Figura II: 9 min
| | | | e
‘ 10 \ 9 8 ‘ 7 \ 6 )
1 2 3 4

9,8,2e1 e, naFigura II, as 3 torneiras gastam mais 9 minutos para encher os garrafoes
7,6,5,4 e 3. Logo, o tempo total gasto ¢ de 19 minutos.

Solugao 2: Se tivéssemos uma torneira s, o tempo gasto para encher os 10 garrafoes
seriade 14+2+---+9+4+10 = 55 minutos. Como temos trés torneiras e 55 = 3 x 18+ 1,
uma torneira, pelo menos, vai levar 19 minutos e as outras duas, 18 minutos cada. A
tabela seguinte mostra uma forma de fazer o trabalho em 19 minutos.

Torneira 1 | 10 | 9
Torneira 2 | 8 | 5|3
Torneira 3 | 7 |6 4|1

A sequéncia xyz — Igualando os denominadores, verificamos que a sequéncia dada é
igual a

4 5 6 7
S’ o' o o0 LY, &
8 8 8 8
Assim, o denominador é sempre 8 e os numeradores sao consecutivos.  Logo,
8 ] 9 10 5
:1:‘:—:7 = - =— = —,
s V7% s 4
: : : LYm
A mesa circular — Se a proxima pessoa a se sentar vai ter que se ([
sentar ao lado de uma cadeira ocupada, isso significa que existem u

no maximo 2 cadeiras consecutivas desocupadas. (Na figura, as
cadeiras ocupadas estao representadas por quadradinhos pretos e
as desocupadas por quadradinhos brancos.)

Podemos, entao, pensar nas cadeiras em grupos ordenados de 3 cadeiras, em que a
terceira ja esta ocupada. Logo, o menor valor de NV é 60 + 3 = 20.

Numeros proporcionais — A opcao correta é (d).
3

x

Como — = —, entao xz = 3y. Elevando ao quadrado ambos os membros dessa igual-
y oz

dade, obtemos 2%2? = 9y
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. Esportistas de uma escola — A opgao correta é (c).

Denotemos por x o nimero de estudantes que praticam simultaneamente os dois es-
portes. Logo, o ntimero de estudantes que pratica somente futebol é 20 — x e o que
pratica somente volei é 19 — x. Portanto, os 15 estudantes que praticam exatamente
um esporte estao divididos em 15 = (20 — x) + (19 — x). Segue que x = 12 e resulta
que 20 + (19 — x) = 27 estudantes praticam pelo menos um dos dois esportes. Assim,
13 = 47 — 27 estudantes nao praticam nem futebol nem volei.

Vamos ao teatro — A opgao correta é (c).

Mario pagou 3 e levou 5, portanto, pagou apenas R do preco usual, tendo economizado
2 2 40

v Como == 100 economia foi de 40%.

Uma desigualdade — A opgao correta é (c).

Note que o inverso de um nimero s6 é maior do que 1 quando o niimero for positivo e
menor do que 1. Portanto,

1>1 <— I<zr—-1<1 <= 1l<ax<?2.
ZL‘_

A sala do Professor Newton — A opgao correta ¢ (c).

Como o numero de alunos homens é menor do que 15 e o das mulheres é 15, temos que
15 < alunos homens + alunas mulheres < 15+ 15 = 30, ou seja, o ntiimero do total de
alunos esta entre 15 e 30.

Solugao 1: Quando dividimos o nimero de alunos por 4 sobram 2 alunos, entao o
namero de alunos é par. Quando dividimos por 5 sobra um, entao o tltimo algarismo
do ntimero de alunos é 1 ou 6; sendo par, s6 pode ser 6. Assim, s6 temos dois possiveis
valores, 16 ou 26. Descartamos 16 por ser divisivel por 4, de modo que o ntimero de
alunos é 26. Consequentemente, temos 26 — 15 = 9 alunos homens.

Solugao 2: Observemos que o ntimero 6, dividido por 4, deixa resto 2 e, dividido por
5, deixa resto 1. Logo, se somamos a 6 um miiltiplo comum de 4 e 5, o nimero obtido
também tera essa propriedade. O menor miltiplo comum de 4 e 5 é 20, portanto, os
possiveis valores para o nimero de alunos é 6, 26, 46, 66, . ... Como o nimero de alunos
esta entre 15 e 30, esse niimero é 26 e resulta que temos 26 — 15 = 9 alunos homens.

Um jardim retangular — A opgao correta é (b).

Pelos dados do problema sabemos que

gAD = AB e gAB = AF.
3 3.2 9 ) ) .
Logo, AF = gAB = (g) AD = %AD. A érea do terreno é AB X AD e a area do

jardim é AB x AF, portanto a razao entre essas areas é

ABxAF _AF 9 36 _ .
ABx AD AD 25 100 %
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132.

133.

134.

—_

1 1
Niumeros decrescentes — Observe que 0 < — < - < — <= 0<a<b<c Como
c

1 < 3?3 < 3% < 3%, resulta

(=l
IS

1 1 1
, . ] 11,1 L,
Também 1 < 3 < 3°, portanto 1 < v/3 < 3. Resta observar que 7= (g) 3= 377,
1 1,1
_ 2-2/3 _
T2 = 3723 e3 = (g) , para estabelecer que

1\3 1\ -1
(g) <3_2<3_2/3<\5/§<<§> .

Os bombons misturados — Sejam x o nimero de bombons que Marta ganhou e y o

que Carmem ganhou. Sabemos que x +y = 200, z < 100 e x > =V Entao y > 100

4
e, portanto, x > — x 100 = 80. Assim, z é um inteiro compreendido entre 80 e 100.

Como deve ser um miultiplo de 8, s6 pode ser 88 ou 96. Vamos decidir qual é.

4
(a) Se x = 88, entdao y = 200 — 88 = 112. Logo, 88 = x > : x 112 = 89,6, o que nao

é possivel.

4
(b) Se z = 96, entao y = 200 — 96 = 104 ¢ 96 = = > ¥ x 104 = 83,2, o que é possivel.
Assim, Marta ganhou 96 bombons e Carmem 104.

Jantar aos sdbado — Para simplificar, vamos denotar cada casal por um par de
nimeros, um numero representando o marido e o outro a mulher. Temos, entao, os
trés pares (1, 2), (3, 4), (5, 6), que nao podem ser vizinhos. Podemos considerar o lugar
do marido 1 & mesa como sendo fixo, ja que desconsideramos rotacoes na disposicao a
mesa. Duas disposicoes possiveis sao dadas na figura seguinte.

1 1
6 3 3 6
4 2 2 4
) 5
132 546 164 523

Essas disposigoes descrevemos por 132546 e 164523, sempre comecando em 1, fixado
numa posi¢ao a mesa, e prosseguindo no sentido horério. Assim, o problema se resume
em encontrar todos os numeros de 6 algarismos distintos que podem ser escritos com
os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, onde:

(a) todos os nimeros comegam com o algarismo 1;

(b) nenhum nimero pode terminar com o algarismo 2;

(c) nao podem aparecer juntos 1 e 2,3 e 4, 5 e 6.

Encontramos os 16 nimeros da tabela seguinte.
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135.

136.

137.

138.

139.

140.

132 546

132645

135246

135264

135426

136 245

136 254

136425

142 536

142635

145236

145 326

146 235

146 325

153246

154236

Logo, a resposta ¢ 16 sdbados.

Ezxpressao com radicais — A opgao correta é (e).

(\/1+\/1+\/1_ )4 :(1+\/2_>2:1+2\/§+2:3+2\/2_.

Possiveis tridngulos — Como a soma dos comprimentos dos lados menores de um tri-

angulo deve ser maior que o comprimento do lado maior, devemos ter
a+ (a+2)>a+5, ou seja, a > 3.
Uma diferenca — A opgao correta é (a).
Efetuando as operacoes indicadas, obtemos
—0,1 x 20 0,4 (10,09 — 1 20
: e (V0. ):———(0,3—1):—4+0,7:—3,3.
0,5 0,4 5

A Terra — A fracao de terra que é cultivada é

| 2 1 15-6-5 4
5 3 15 157

Como a terra ocupa 3/10 da superficie total do globo terrestre, resulta que a &area

4 3 2 2 2 4 8
1 - -_— = — ] s -_— = — —_ = — = f’ ] 1
cultivada é B X 0= 25 isto &, 5% o X 1 100 8% da superficie do globo
terrestre.

Uma fragcao — A figura mostra que M N é paralelo a BC, portanto, os triangulos
ABC e AM N sao semelhantes e, por isso, seus lados sao proporcionais. Usando o lado

dos quadradinhos da grade da figura, obtemos —— A5~ 7 Assim,
AN AM 4
AC ~ AB T

Cdlculo de dangulo — A opgao correta ¢ (c).

Como as retas PQ e RS sao paralelas, os angulos TWS e Q?W sao complementares.
Assim, QTW = 180° — 110° = 70°. Por outro lado, sabemos que o triangulo AUTV é
isosceles, portanto, os angulos em U e em V' sao iguais. Usando que a soma dos angulos
internos de um triangulo ¢ 180°, vemos que 27UV = 180° — 70° = 110° e, portanto,
TUV = 55°. Como os angulos TUV e QU V' sao complementares, resulta que

QUV = 180° — 55° = 125° .
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141.

142.

143.

144.

145.

Uma loja de brinquedos — Se x denota o desconto em reais e y o numero total de
pegas, entao (13 — x) x y = 781. Assim, (13 — z) e y sdo divisores de 781 e, como
781 = 11 x 71, os tnicos divisores de 781 sao 1, 11, 71 e 781. O divisor 13 — x de 781
nao pode ser igual a 1, pois sabemos que y < 100. A tnica opgao, entao, é 13—z = 11
e y = 71, de modo que a reducao foi de x = R$ 2,00 por unidade.

Fracao de fracao — Temos

1 1 =1 1 =1 ! =1 1—1 —8
‘|‘71— +71— +—2— +g— +——g
1+ 1+ = 142 -
141 s 3 3
2 2

Poténcias de 3 — Temos 27%% = (33)?@ = 352 = (39)6 = 26 = 64.

Aumento de preco — Em reais, o aumento foi de 5,55 —5 = 0,55 e, portanto, o
percentual de aumento foi de
0,55 0,55 x20 11

= =— =11%.
3 5 x 20 100 %

Roseiras em fila — E possivel plantar as roseiras em 6 filas de 5 roseiras cada uma,
conforme mostra a figura.

146. Calculadora diferente — Para calcular (2 + 3) ® (0 + 3) utilizaremos a propriedade

(iii), obtendo (2+3)®(0+3) = (2®0)+ (3®3). Agora, por (ii), temos 2®0 =2x2 =4
e, por (i), temos 3 ® 3 = 3. Portanto, (2+3)® (0+3)=4+3=7.

Para calcular 1024 ® 48 vamos usar a mesma estratégia, observando que
1024 =976 + 48 e 48 = 0 + 48. Assim,

1024 ® 48 = (976 + 48) @ (0 + 48)
— (976 ® 0) + (48 ® 48)
— 2 X 976 + 48 = 1952 + 48 = 2000.
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148.

149.

150.

. Dois quadrados

Solugao 1: A regido tracejada é um trapézio de bases medindo 10 e 4 cm. A altura do
trapézio, que é a metade da diferenca dos lados dos dois quadrados, mede %(10 —4)=3
cm. Assim, a area procurada mede

1 2
3><§(10+4):3><7:2lcm.

Solugao 2: A area do quadrado maior menos a area do quadrado menor é igual a 4
vezes a area procurada. Assim, a area procurada mede

10242 100 — 1
0 _10=16 oy ot em?,

4 4
. FU
Paralelismo — Sendo IL e EU paralelos, temos 77 = Fr Analogamente, sendo
FN FI
EeNI lel —— = ——. Assi
RE e paralelos, temos TR = g A,
FNxFU FI ><FE_1
FRxFL FE = FI
Um subconjunto — Vamos construir um subconjunto de {1,2,3,...,3000} em que
nenhum elemento seja o dobro do outro. Comecamos incluindo todos os niimeros
impares, 1,3,5,...,2999. Assim, ja temos 1500 nimeros e nenhum é o dobro de algum

outro. Agora podemos acrescentar os nimeros que sao o quadruplo de algum namero
impar, isto é, acrescentar

4x1,4x3,4x5, ..., 4x749.
N e Ve S——
4 12 20 2996

Essa lista tem 749 ntmeros e nenhum deles é o dobro do outro; além disso, nenhum
deles é o dobro de um ntmero impar.

Logo, nosso conjunto ja possui 1500 4 749 = 2249 elementos. Basta tomar qualquer
subconjunto com 2 000 elementos para obter um subconjunto de {1,2,3,...,3000} em
que nenhum elemento é o dobro do outro.

Tridngulos retdngulos — Observemos que os quatro tridangulos que aparecem na
figura sao triangulos retangulos, dois a dois semelhantes, portanto, seus lados sao
proporcionais. Em particular, temos 9/x = y/20, ou seja, 180 = xy. Além disso, pelo
Teorema de Pitagoras, temos y? = 22 + 92, de modo que

180% = 2%y? = 2%(2* + 9%) = 2* + 9%,
isto &, x* + 9222 — 180% = 0. Pela formula de Bhaskara, obtemos

s “SLEVOTHAXIR0? 9% VOP 1 4% 207 —9+4l
- 5 = .

a 2 ) 2

Mas 2% > 0, portanto necessariamente 2> = 9 x 16 e, portanto, como x > 0, a tnica
opcao é x = 12.
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151.

152.

153.

A partir de * = 12, obtemos todas as outras medidas. Pelo visto, temos
y=+va2+9%2 =15 e, pelo Teorema de Pitagoras, obtemos

z=v20% — 22 =16.

Usando a proporcionalidade v/8 = 9/x, resulta v = 72/x = 6 e, finalmente, pelo
Teorema de Pitagoras, concluimos que w = /8% + v? = 10.

Uma desigualdade especial — A opgao correta é (c).

Observemos que se x satisfaz a desigualdade, entao —x também satisfaz a desigualdade.
Assim, os valores que satisfazem a desigualdade formam um conjunto simétrico em
relacao & origem e, portanto, basta verificar quais x > 0 satisfazem 22 < x+2, ou seja,

(x—2)(z+1)=2"—2—-2<0.

Como =z + 1 > 0 para x > 0, devemos ter x — 2 < 0, ou seja, x < 2. Pela simetria
observada, concluimos que —2 < = < 2 é a solucao da desigualdade original.

Sapo Cururu — A cada x saltos do tipo I, o sapo se desloca 10z cm para o Leste e
30x cm para o Norte e, a cada y saltos do tipo II, o sapo se desloca 20y cm para o
Oeste e 40y cm para o Sul. Assim, ao final de z saltos do tipo I e y do tipo II, o sapo
se deslocou 10x — 20y cm para o Leste e 30x — 40y cm para o Norte.

(a) Resolvendo
10z — 20y = 190
30z — 40y = 950

encontramos x = 57 e y = 19. Logo, o sapo devera dar 57 saltos do tipo I e 19
do tipo II, em qualquer ordem, para alcangar um ponto situado a 190 cm para o
Leste e 950 cm para o Norte de sua casa.

(b) Uma vez que o numero de saltos de cada tipo ¢ um ndmero inteiro, Cururu s6
alcancara o ponto situado a 180 cm para o Leste e 950 cm para o Norte de sua
casa se o sistema

10z — 20y = 180
30z — 40y = 950

tiver solugao inteira. Mas a solugao desse sistema é z = 59 e y = 41/2, que nao é
inteiro. Portanto, Cururu nao conseguira alcangar aquele ponto.

Distribuindo algarismos em linhas — De acordo com o padrao da sequéncia, temos

12 linha — 0
22 linha — 1
32 linha — 2

[N
o O

102 linha— 9 9 9 9 9 9...9 8...1 1 0
Logo,

um algarismo 0 em cada linha d& 1 x 10 = 10 algarismos 0 no total;
dois algarismos 1 em nove linhas d& 2 x 9 = 18 algarismos 1 no total;
trés algarismos 2 em oito linhas da 3 x 8 = 24 algarismos 2 no total;
quatro algarismos 3 em sete linhas da 4 x 7 = 28 algarismos 3 no total,
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154.

155.

e assim por diante. Portanto, trata-se de descobrir qual é o maior dos produtos a
seguir, onde cada um representa quantos algarismos, de 0 a 9, aparecem na sequéncia.
1x10,2%x9,3%x8,4x7,5x6,6x5,7x4, 8x3,9x2,10x1
0 1 2 3

Como o maior produto é 30, os algarismos mais usados foram 4 e 5, 30 vezes cada um.

Serd que existe?
Solugao 1: Se existir esse nimero N, entao
222...2 2x111...1 111...1

N: = =
2008 2 x1004 1004

Logo, N nao ¢ inteiro, por ser o quociente do ntimero impar 111 ...1 pelo ntimero par
1004. Portanto, nao existe tal V.

Solucao 2: Fatorando 2008, obtemos 2008 = 23 x 251, portanto, 2008 ¢ divisivel
por 8. Se existisse um inteiro N tal que 2008 x N = 222...2, teriamos, entao, que
8 dividiria 222...2. Por outro lado, sabemos que um ntimero ¢ divisivel por 8 se, e
somente se, o numero formado pelos dltimos trés algarismos for divisivel por 8. Mas
222 = 27 x 8 + 6 nao ¢ divisivel por 8. Logo, nao existe um numero N tal que
2008 x N =222...2.

Conferindo uma destgualdade

Solugao 1: Uma maneira de verificar essa desigualdade é comparando cada parcela

desta soma, como segue. Comparando as fragoes é, 1 % com i, obtemos
1 1 1 3 3 1
< e - (3 < (- 5
1 1 1 3 8 1
< - (3 < (- 5
1 1 1 3 8 1
1 < 3 portanto, B (—) < (g) 3
Assim,
RS NS T UG S W 00 W00 WO O W00 WS
45363434344344443312

Solugao 2: Uma outra maneira de verificar essa desigualdade é testar se
1 1 1 1

E"‘?—f‘@— E > 0.
Reduzindo ao mesmo denominador, temos
1 1 1 1 21 x 3% x 5% — 33 x 53 — 20 x 33 — 23 x 53
§+§+23x33_22><3: 26 x 33 x 53
18000 — 3375 — 1728 — 1000
B 26 % 33 x 57
11897
T 26 x 33 x 58
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Nem é preciso efetuar o produto indicado no denominador. Como o numerador é
positivo, concluimos que a desigualdade se verifica.

156. Parte inteira
(a) Os nameros 9 e 16 sdo quadrados perfeitos
e 9 < 12 < 16. Entao,

3=v9<V12<V16 =4 3 iz 4

e, portanto, [\/ﬁ} = 3.

(b) Como 12777 x 2 < 28756 < 12777 x 3,

temos —t \
_ 276 _, o [28756 g ’
ortanto _— | =
L P 12777
2007
(¢) Como 2007 < 2008, temos 0 < 23T < 1, 2008
~1
L2007 2007 0
— - ortanto, | ———| = —
2008 ~ ' P " | 72008

(d) Como 43 =64 < 111 < 125 = 53, temos ; i i

(=5)3 = —5% = —125 < —111 < —4% = (—4)%,

de modo que —5 < v/—111 < —4 e, portanto, [\3/—111} = —5.

157. Soma nove

Solugao 1: Vamos dividir em dois casos: numeros de dois algarismos e ntimeros de
trés algarismos. No caso de ntmeros de dois algarismos, temos 18, 27, 36, 45, 54, 63,
72, 81 e 90, num total de 9 nimeros. Da mesma maneira, listamos os ntimeros de trés
algarismos, como segue:

108,117,126, 135, 144,153,162,171,180 ~» 9 ntmeros;
207,216, 225,234, 243,252,261,270  ~» & numeros;
306, 315, 324, 333, 342, 351, 360 ~> 7 nimeros;
405,414, 423,432,441, 450 ~> 6 nimeros;
504,513, 522,531, 540 ~> 5 nimeros;
603,612,621, 630 ~» 4 nimeros;
702,711,720 ~» 3 nimeros;

801, 810 ~» 2 nimeros;

900 ~» 1 nimero.

Portanto, temos 9 +8 +7+6+5+ 4+ 3+ 2+ 1 = 45 nimeros de trés algarismos.
Assim, existem 9 + 45 = 54 nameros entre 10 e 999 cuja soma dos algarismos é igual
a9.
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158.

159.

Solugao 2: No caso de niimeros de dois algarismos, uma vez escolhido o algarismo da
dezena, o algarismo da unidade fica automaticamente definido. Como o algarismo da
dezena pode ser 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 ou 9, temos nove ntmeros de dois algarismos tais
que a soma de seus algarismos seja 9.

No caso de ntimeros de trés algarismos, denotando por n o algarismo da centena, a soma
dos algarismos da dezena e da unidade é 9 — n, portanto, temos 9 —n +1 =10 —n
possibilidades de escolha para o algarismo da dezena, que pode ser inclusive 0, e o
algarismo da unidade fica automaticamente definido. Como o algarismo da centena
pode ser 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 ou 9, temos

(10-1)+(10—2)+(10—3)+(10—4)+(10—5)+(10—6)+(10—7)+(10—-8)+(10—-9) = 45

nameros de trés algarismos tais que a soma dos seus algarismos é 9. Assim, existem
9 4 45 = 54 nameros entre 10 e 999 cuja soma dos algarismos ¢ igual a 9.

Retdngulos — Se a e b denotam o comprimento e a largura do retangulo, temos
a X b=96. Logo, a e b sao divisores pares de 96 e, portanto, temos quatro retangulos
satisfazendo as condigoes dadas, a saber, os retangulos de lados medindo 2 e 48; 4 e
24: 6 e 16 e 8 e 12.

Nuamero de retas

Solugao 1: Para contar o nimero de retas, dividiremos as retas de acordo com suas
posicoes.

e retas paralelas aos lados dos quadrados: trés horizontais e trés verticais;

e retas paralelas as diagonais dos quadrados: 3 4+ 3 = 6;

e outras retas: temos 4 x 2 = 8 retas, formando uma estrela, como na figura.
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160.

161.

Assim, ao todo, temos 3 + 3 + 6 + 8 = 20 retas.

Solucao 2: Note que o ponto central é supérfluo, pois toda reta que passa por ele
e um outro ponto do reticulado, passa também por um terceiro ponto do reticulado.
Logo, o ponto central pode ser eliminado de nossas consideracoes. Assim, o problema
fica reduzido a calcular quantas retas sao determinadas por dois pontos quaisquer dos
oito pontos do reticulado dado.

Com esses oito pontos, podem ser formados 8 x 7 possiveis pares de pontos distintos
(8 possibilidades para o primeiro elemento do par e 7 possibilidades para o segundo).
Como a ordem em que o par é formado nao influi na reta determinada por ele, esse
ntmero deve ser dividido por 2, ou seja,

8><7_

28.
5 8

Finalmente, notamos que algumas retas estao sendo contadas trés vezes e, portanto,
devem ser subtraidas duas vezes desse ntimero 28. Sao elas as quatro retas que con-
tém os lados do quadrado que delimita o reticulado. Logo, o ntimero total de retas
determinadas pelo reticulado é

8XT 5400,

Cubo — Um cubo tem seis faces distintas, duas a duas opostas, sendo que as faces
opostas nao tém aresta em comum. Temos trés pares de faces opostas, logo trés cores
sao suficientes, bastando pintar as faces opostas de uma mesma cor. Por outro lado, é
claro que duas cores somente nao bastam.

Area
Solugao 1: Observemos, primeiro, que a razao entre as areas de dois retangulos que
tém a mesma base é igual a razao entre suas alturas. De fato, na figura a esquerda,

S, h, 27 18 |h,

5 h, S 72 h,

estao representados dois retangulos que tém a mesma base b e alturas h; e ho. Suas
areas S7 e S, sdo dadas por S; = bhy e Sy = b hy, portanto,

$i_bh _ I
Sy bhy  hy
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Aplicando essa observacao aos dois pares de retangulos dados (ver figura anterior, a
direita) e denotando por S a area do quarto retangulo, temos

2 M _18_1

S hy T2 47
de modo que S = 27 x 4 = 108. Assim, a area do lote que foi dividido mede 27 + 18 +
72 + 108 = 225 km?.

Solugao 2: Sejam z,vy, 2z e w as medidas dos re-

tangulos menores, conforme a figura. A area pro- | - 8
curada é
(x+w)(y+2z) =zy +xz+wy + wz. W 72
Basta determinar wy, pois ¢é sabido que y z
ry =27, xz =18 e wz = 72. Mas,
w o owz 72
—=—=—=4

r  xz 18
e, portanto, w = 4z. Como zy = 27, segue que wy = 4x X 27/x = 4 x 27 = 108. Assim,
a area do lote que foi dividido mede

27 + 18 + 72 + 108 = 225 km?.

162. Inteiro mais proxrimo

(a) Temos:
19 19 4 1 9 3
—+—=14+4—46+-=7+—=T+—.
15+3 +15+ Jr3 +15 Jr5
Logo, a soma dada esta entre 7 e 8. Como 3 > 37 © numero inteiro mais proximo
é 8. 7+%
{
i — i
7 T 8
T+3
(b) Temos:
G S S UL S
42 21 14 7 42 21 14 7
—8+1+1+1+1—8+1<1+1+1+1)—8+2
42 21 147 7T\6 3 2 T

Logo, a soma dada esta entre 8 e 9. Como % <1

3, 0 Nimero inteiro mais proximo
é 8.

2
8f7

—
8 ) 9
8+

N[
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(¢) Temos:

2
02 5 3T oty Ty

Logo, a soma dada estd entre —3 e —2. Como 2 > %, 0 numero inteiro mais

3
proximo é —2. 34 %
_
f f \
-3 T —2
-3+

N [

163. Brincando com numeros impares — Como cada algarismo é impar, temos:

e cinco possibilidades de nimeros com um algarismo: 1, 3, 5, 7 e 9;

e para numeros com dois algarismos, temos cinco possibilidades na casa das unida-
des e cinco na casa das dezenas, totalizando 5 x 5 = 25 possibilidades;

e para numeros com trés algarismos, temos cinco possibilidades na casa das unida-
des, cinco na casa das dezenas e cinco na casa das centenas, totalizando 5 x5 x5 =
125 possibilidades.

Assim, Beatriz pode escrever 5+ 25+ 125 = 155 ntimeros com todos algarismos sendo
impares.

164. Agua mo jarro — Inicialmente, o volume de &gua no jarro da Maria é 1 1 =
1000 ml. Depois de 200 dias, o volume é o mesmo, acrescido do que é colocado
por Joao e diminuido do que ela tirou para colocar no do Joao, ou seja,

1000+1—-243—-4+---4199 — 200
=1000+ (1 —=2)+(3—4)+---+ (199 — 200)
=1000—(1+---+ 1) =900.
T

Logo, depois de 200 dias, Maria tera 900 ml em seu jarro.

165. Formiga no cubo — Na figura temos um caminho percorrendo oito arestas que a

formiga pode fazer partindo do vértice identificado como 1.
7 B

v i,

3

Lh

Pariida

Seréa possivel ela fazer um caminho passando por nove arestas? Para fazer esse caminho,
ela teria que passar por nove vértices, pois o vértice de chegada ¢ o mesmo que o de
partida, ja que a formiguinha volta ao vértice inicial.

vértice vértice
de de
partida chegada
\ll/ \ 1 1 AN 1 1 \ 1 1 AN 1 1 AN il’
[ T’ I 2 I E’ I 4 I % I 6 I *’7 I 8 I *’9 ]
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167.

168.

Como o cubo s6 tem oito vértices, esse passeio nao é possivel. Logo, o passeio de maior
comprimento percorre oito arestas.

Promocgao — Sejam b e ¢ o numero de blusas e calgas compradas, respectivamente.
Logo, temos 150 4+ 17¢ = 143, sendo b e ¢ nimeros inteiros positivos. Observe que
b <10 e c <9, pois tanto 15 x 10 quanto 17 x 9 sao maiores do que 143. A partir
deste ponto, apresentamos duas possibilidades de solucao.

Solugao 1: Temos que 150 = 143 — 17¢, portanto 143 — 17¢ é um miltiplo de 15, de
modo que 143 —17¢ termina em 0 ou 5. Isso significa que 17¢ termina em 3 ou 8. Logo,
c=9ouc=4. Como ¢ <9, a tnica solucao é ¢ = 4 e, portanto,

143 —17x 4
b= ————=05.
15

Assim, Joana comprou cinco blusas e quatro calgas.
Solugao 2: Temos que

143 — 17¢ 8 —2¢

b= ——— =9— .
15 Vet

Note que ¢ é um ntimero inteiro positivo, portanto, 8 — 2¢ precisa ser um multiplo de
15. Se 8 —2¢ > 15, c resulta negativo, portanto, 8 —2¢ = 0, ou seja, ¢ = 4. Dai obtemos
que b = 5. Assim, Joana comprou cinco blusas e quatro calcas.

Soma de cubos — Temos a identidade do binoémio, (z + y)? = 22 + 22y + y?, e a do
trinomio, (z +y)3 = x® + 3z%y + 3zy* + y>. Substituindo os valores de x +y e % + y?
na identidade do bindémio, obtemos 1 = 2 4 2xy e, portanto, ry = —%. Assim, pela
identidade do trinémio,

P +yt=(w+y)’-3eyle+y)=1-3-(-3)-1=-.

. i distancia )
O revezamento em uma corrida — Como velocidade = ———— | ou seja, tempo =
tempo
distancia e
——————, o tempo gasto por Joao foi de
velocidade

21

9 9 . )
t—ﬁh— <1+E)h—1h+ﬁ><6Om1n—1h45m1n.

Logo, Carlos precisa completar a prova em um tempo inferior a

(2h48min) — (1h45min) = 1h3min = 63min.

. . . . 21 .
Para isso, sua velocidade v, em km/min, deve satisfazer — =t < 63, ou seja,
v

21 1 ) 60
v > 6= gkm/mln = Ekm/h = 20km/h.

Logo, Carlos deve correr com uma velocidade superior a 20 km /h.
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169.

170.

171.

Produtos consecutivos

Solugao 1: Como os produtos sao nimeros consecutivos, podemos denotéa-los por p e
p + 1. Temos, entao,

pPPHp=plp+1)=2x3x5x7x11x13x 17 =510510.

Resolvendo a equacao p® + p — 510510 = 0, encontramos uma Unica raiz positiva,
p = T14. Assim, p + 1 = 715 e, fatorando, obtemos

714 =2x3x7Tx17 e Tl =5x11x13.

Solugao 2: Os numeros dados sao 2, 3, 5, 7, 11, 13 e 17. Se 2 e 5 estiverem no mesmo
grupo, entao um dos produtos termina em 0 e o outro, por ser consecutivo, termina
em 1 ou 9. Os possiveis produtos terminados em 1 sao 3 x 7 = 21, 3 x 17 = 51,
Tx13=91,13x17=221,3x7x11=231,3x 11 x17=561e7x 11 x 13 =1001.
Verifica-se que esses grupos nao constituem solucao e, analogamente, os terminados em
9. Concluimos que 2 e 5 estao em grupos diferentes. Logo, um produto termina em 5
e o outro em 4 ou 6. Como nao é possivel formar com os niimeros dados um produto
terminado em 6, necessariamente um dos produtos termina em 4 e o outro em 5. Por
tentativas, obtemos a solucao

714 =2x3x7Tx17 e 715=5x11x13.

Distraindo na fila — Observe que aquela que gritou os ntimeros 9, 18, etc, sempre
gritou multiplos de 9. O primeiro miltiplo de 3 com quatro algarismos é¢ 1002 e o
primeiro miltiplo de 3 maior do que 2003 ¢ 2004. Logo, Vivi gritou 2004 e Rosa
1002. Nenhum desses nimeros é miltiplo de 9, portanto, foi Tania quem gritou 9 e
seus miultiplos.

Quem gritou 3, também gritou 12=3+9,21 =3+2 x 9,30 =3+ 3 x 9 e assim por
diante, até 3 4+ 9k. Da mesma forma, quem grita 6, grita todos os niimeros da forma
6 + 9k. Dividindo por 9, obtemos 2004 = 6+ 9 x 222 ¢ 1002 = 3+ 9 x 111, portanto,
quem gritou 3 foi Rosa e Vivi gritou 6.

Rosa Vivi Téania
3 6 9
12 15 18
21 24 27

1002 1005 1008

2001 2004 2007

Da mesma forma, dividindo por 9, encontramos que 666 ¢é multiplo de 9 e
888 = 6+ 98 x 9, portanto Téania gritou 666 e Vivi gritou 888.

Numero e o dobro — Inicialmente note que o dobro de um niimero inteiro é par, logo
ele termina em 0, 2, 4, 6 ou 8. No entanto, o nimero procurado nao pode terminar em
0, pois nesse caso o seu dobro também terminaria em 0, e ambos teriam o algarismo 0
em comum. Portanto, temos os casos a seguir.
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I 11 11T JAY
1 1 1 ... 1
X 2 X 2 X 2 X 2
3 4 2 6 2...8 2 0
ou ou
3 3
AY VI VII VIII
1 1 7 1 1
X 2 X 2 X 2 X 2
3 2 2 4 2 6 2 8
ou ou ou
3 3 3

Vamos, agora, determinar todas as possibilidades para cada caso, lembrando sempre
que o nuamero e seu dobro nao podem ter algarismos comuns.

e Caso I — temos trés possibilidades:

152 x 2 =304, 182 x 2 = 364, 192 x 2 = 384.

Caso II — temos duas possibilidades:

143 x 2 = 286, 153 x 2 =206.

Caso III — temos trés possibilidades:

134 x 2 =268, 154 x 2 =308, 164 x 2 = 328.

Caso IV — temos trés possibilidades:
135 x 2 =270, 145 x 2 =290, 185 x 2 =370.
e Caso V — temos duas possibilidades:

176 x 2 =352, 186 x 2 = 372.

Caso VI — nao ha nenhuma possibilidade.

Caso VII — temos trés possibilidades:
138 x 2 =276, 148 x 2 =296, 178 x 2 =356.

Caso VIII — temos duas possibilidades:

139 x 2 =278, 179 x 2 = 358.
Assim, temos 34+ 2+ 3+ 2+ 3+ 3 + 2 = 18 solugdes para esse problema, a saber:
134,135,138, 139, 143, 145,148,152, 153,
154,164,176,178,179, 182, 185, 186, 192.
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172.

173.

174.

175.

Invertendo os algarismos — Devemos contar os numeros a b de dois algarismos que
tém o algarismo b da unidade maior do que o algarismo a da dezena, ou seja, tais que
b > a.Sea = 1, o algarismo b da unidade pode ser 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 ou 9, portanto, temos
oito possibilidades. Se a = 2, o algarismo b da unidade pode ser 3, 4, 5, 6, 7, 8 ou 9,
portanto, temos sete possibilidades. Continuando dessa maneira, chegamos até a = 8,
quando o algarismo b da unidade s6 pode ser 9, portanto, temos s6 uma possibilidade.
Claramente, a nao pode ser 0 nem 9. Logo, existem 8 +7+6+5+4+3+2+1 =36
numeros entre 10 e 99 tais que, invertendo a ordem de seus algarismos, obtemos um
numero maior do que o nimero original.

Razao entre segmentos — Se o arco PR ¢ o dobro do arco RQ vale a mesma relagao
entre os angulos centrais, ou seja, POR =2 ROQ Como POR + ROQ = 180°, segue
que

180° = 2 ROQ + ROQ = 3 ROQ,

donde R@Q = 60°. Mas, OR = OQ é o raio do circulo, de modo que o tridn-
gulo AORQ é equilatero. Assim, sua altura RM também é a mediana, ou seja,

1
OM = MQ@. Se r é o raio do circulo, entao OM = M@ = Sre

PM PO+OM r+gr
MQ  MQ iy

ou seja, a razao entre PM e M@ é 3.

Triangulos — Vamos supor que a, b e ¢ sejam os comprimentos dos lados do triangulo.
Nao ha perda de generalidade em supor que a < b < ¢, de modo que a + b+ ¢ < 3c.
Como cada lado de um triangulo é menor do que a soma dos outros dois, temos que
¢ < a+ b e, portanto, obtemos 2c < a+ b+ ¢ < 3c. Mas, a + b+ ¢ = 15, de modo que
2c¢ < 15 < 3c e, como ¢ é um namero inteiro, 5, 6 ou 7 sao as Gnicas opg¢oes para c.

Se ¢ = 5, entao a + b = 10 e temos uma Unica possibilidade, a = b = ¢ = 5. Se
c = 6, entao a + b = 9 e temos duas possibilidades para a, 3 ou 4, caso em que,
necessariamente, b é¢ 6 ou 5, respectivamente. Se ¢ = 7, entao a + b = 8 e temos quatro
possibilidades para a, 1, 2, 3 ou 4. Nesses casos, necessariamente, b é 7, 6, 5 ou 4,
respectivamente. Assim, no total, temos sete desses triangulos.

Numero interessante — Suponhamos que N seja um dos ntimeros procurados. Como
N e 119 deixam os mesmos restos quando divididos por 2, 3, 4, 5 e 6, temos que
a diferenca N — 119 entre eles deixa resto zero quando dividido por esses nimeros.
Portanto, N — 119 é um maltiplo de 2, 3, 4, 5 ¢ 6. Como 60 é o minimo multiplo
comum desses numeros, N — 119 ¢ um miltiplo de 60, ou seja, N — 119 = 60k, para
algum inteiro k. Assim, N = 119+60k é um ntmero interessante para qualquer nimero
inteiro k. Como queremos nimeros distintos de 119 e de trés algarismos, devemos tomar
k positivo e menor do que 15, ja que 1194+60x 15 = 1019 tem quatro algarismos. Assim,
tomamos k£ de 1 a 14 e obtemos outros 14 niimeros interessantes de trés algarismos, a
saber,
179,239, 299, 359, 419, 479, 539, 599, 659, 719, 779, 839, 899, 959.
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176.

177.

178.

179.

6
Time vencedor — O time ganhou 60% das 45 ja disputadas, ou seja, 45 X 100 = 27

partidas. Se ele ganhar mais n partidas, a porcentagem de partidas ganhas sera

n? de partidas ganhas ~ 27+n 759 — w3
- T 00 4

ne de partidas disputadas 45 +n
Logo, 4 x (27 +n) = 3 x (45 4 n), do que resulta n = 27 como o nimero minimo de

partidas que o time ainda precisa vencer para atingir 75% de vitorias.

Brincando com dados — Na tabela seguinte, marcamos com x os produtos que sao
divisiveis por 6.

x|11213|4]5]6
1 X
2 X X
3 X X X
4 X X
5 X
6 | X | X | X | X |X|X

Logo, temos 15 casos favoraveis dentre 36 possibilidades. Assim, a probabilidade de
que o produto seja divisivel por 6 é 15/36 = 5/12 = 41,7%.

Contando solugoes — A equagao dada é equivalente a xy = 144(z+y) = 144x+ 144y,
144y
y — 144"
o denominador y — 144 deve ser um numero inteiro positivo, digamos, y — 144 = n.

Substituindo essa expressao no valor de z, obtemos

portanto, isolando z, obtemos =z = Como z e y devem ser inteiros positivos,

144(n + 144 1442
oo Mty
n n

Como z deve ser um namero inteiro, n deve ser um divisor de 1442. Sendo
1442 = 12* = 2% . 3%, seus divisores sao os nimeros d da forma d = 2 - 3% com
0<a<8e0<b< 4 Como ha 9 valores possiveis para a e 5 valores possiveis para
b, concluimos que 1442 tem 9 x 5 = 45 divisores.

Assim, para cada divisor n de 1442, obtemos uma solucao

2

144
(z,y) = (144 g 144)

da equacao = 144 dada. Portanto, essa equacao possui 45 pares de ntmeros

inteiros positivos (x,y) que a satisfazem.

Circulos tangentes — Denotemos por rq,79 e r3 0s raios dos trés circulos. Como os
circulos sao tangentes dois a dois, temos

T1+7’2:3,
T1+T3:47
T2+T3:5.
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180.

181.

Substituindo os valores 75 = 3 — r; e r3 = 4 — r; na terceira equagao, obtemos
3—r+4—nr, =5 Dai, ry =1, 1o = 2 e ryg = 3. Logo, a soma das areas dos
trés circulos ¢ (12 + 22 + 3?) 7 = 14 7 cm?.

5 cm

3 cm
4 cm

Grupo de amigos — Se A é a quantidade de dinheiro que Joao recebeu de cada um
de seus amigos, entao ele recebeu um total de 3A. Como ele recebeu, de Jorge, um
quinto do seu dinheiro, entao Jorge tinha 5A. Da mesma maneira, José tinha 4A e
Janio tinha 3A. Assim, os trés amigos tinham, juntos, 5A +4A + 3A = 12A e a fracao
do dinheiro do grupo que ficou com Joao foi de (3A)/(12A)=1/4, ou seja, uma quarta,
parte.

Um trapézio — Os triangulos AAPB e ACPD sao semelhantes, pois o angulo AEB
¢ igual ao angulo C'PD (opostos pelo vértice) e o angulo ABD ¢ igual ao angulo BDC'
(alternos internos).

D C

Como a razao entre suas areas ¢ 4/9, temos que a razao de semelhanca entre esses

triangulos ¢ \/4/9 = 2/3. Logo,
PB 2

P 3
Por outro lado, os triangulos ACPD e APCB tém a mesma altura em relagao as
bases DP e PB, respectivamente. Portanto, a razao entre suas areas ¢ igual a razao
entre suas bases,

area (APCB) PB 2

area (ACPD) DP 3’
Como area (ACPD) = 9, segue que a area do triangulo APC B mede 6 cm?.
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182.

183.

184.

Observagao: O mesmo argumento poderia ser usado para mostrar que também a area
do triangulo AADP mede 6 cm?. As medidas de 4 ¢ 9 em? de area dadas no enunciado
do problema nao desempenham papel especial algum. O argumento exposto acima
prova que num trapézio qualquer os triangulos APCB e AADP tém areas iguais,
mesmo que o trapézio nao seja equilatero.

40
Vista ruim — Seja A o ntumero total de alunos da sala. Sabemos que 100 X A nao
40

70
enxergam bem, portanto, 100 X 100 x A usam 6culos. Assim,

70 40 21 x 100
100 X 100 X ou seja, T4 3X25=175

Idade média da populagcao de Campo Verde — Se H indica o ntiimero de homens
e M o de mulheres, entdo H/M = 2/3, de modo que M = (3H)/2 e, portanto, a
populagao de Campo Verde é dada por

H+M=H+3H=3H.
Se a idade média dos homens é 37 anos, entao

27 — idade média dos H homens — soma das idades ;e todos homens |

de modo que 37 H é a soma das idades de todos os homens. Da mesma forma, 42 M
¢ a soma das idades de todas as mulheres. Segue que a soma das idades de toda a
populagao é dada por

37H + 42M = 37H + 423 H = 100H.

Assim, a idade média da populacao de Campo Verde é

37TH +42M  100H 100 x 2

H+M 2 5

= 40 anos.

Area de tridngulo — Os triangulos AABC e ACBD tém bases AC e C'D, respecti-
vamente, e a mesma altura h em relagao a essas bases.

B

Assim, temos

AC x h CD xh

area NABC = e area ANCBD =
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Logo, a relagao entre as areas ¢ dada por

area AABC 4t AC 15 15

arca ACBD ~ CDxk — CD ~ 4—-15 25

3
.

LEMBRETE: A &rea de um triangulo é a metade do produto de um dos seus lados pela
altura h relativa a este lado, como exemplificado nas duas figuras a seguir.

C D
CD x h p AC x h

Area do ACBD = Area do AABC =

185. Construindo quadrados perfeitos — Sim, serda sempre um quadrado perfeito. De
fato, se n —1,n,n+1 e n+ 2 sao quatro inteiros consecutivos, entao seu produto mais
1 é um quadrado perfeito, como segue.

(n—1Dnn+Dn+2)+1=nn*-1)(n+2)+1
=nn®+2n? —n—2)+1
=n*+ 2% —n*—-2n+1
=n*+2n° + (n* —2n?) - 2n+1
=(n*+2n +n?) —2n* —2n+1

=n?+n)*—-2n*+n)+1
[n +n) 1}2.

186. Feira de Ciéncias — Sejam z e y o niimero de alunos do ensino fundamental e médio,
respectivamente, presentes na feira. Sabemos que o nimero daqueles que compraram
um adesivo é /2 do ensino fundamental e y/4 do ensino médio, portanto, o nimero
daqueles que nao compraram um adesivo é /2 do ensino fundamental e 3y/4 do ensino
médio. Dentre os alunos que nao compraram adesivos, os do ensino médio representam
o dobro dos do ensino fundamental. Logo,

ou seja, T =-— e

Sabendo que o total arrecadado foi de R$ 38,00, estabelecemos que

B x Yy 3y y 1,90
38—0,302—1—0,504—0,30 S +O,504— S Y,

de modo que y = 160 e, como = = 3y /4, segue que x = 120.
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187.

188.

189.

Par perfeito — Denotemos por n o nimero natural “candidato” a formar um par
perfeito com 122. Entao devemos ter 122 +n = A% ¢ 122 x n = B% onde A e B
sao nimeros naturais. Como B? = 2 x 61 x n, os fatores primos 2 e 61 de B? devem
aparecer um nimero par de vezes, o que garante que n tem os fatores primos 2 e 61,
ou seja, n = 2 X 61 x m? = 122m?, para algum natural positivo m. Decorre disso que

A% =122+ 122m?* = 122(1 + m?).

O menor valor de (1 + m?) que satisfaz essa igualdade ¢ 1 +m? = 122, ou seja,
m? = 121 e m = 11. Consequentemente, n = 122 x 121 e concluimos que
A? =122 + 122 x 121 = 122% ¢ B? = 122 x 122 x 121 = (122 x 11)%. Assim, 122

e 122 x 121 formam um par perfeito.

Observagao: Na verdade, 122 x 121 é o menor natural que forma um par perfeito com
122. Sera que existem outros?

Um trapézio — A resposta correta é (d).

Seja P o ponto médio do segmento DC' e tracemos os
segmentos AP e BP. Os trés triangulos assim formados,
ANADP, AAPB e ABPC, sao equilateros (porqué?), de
modo que DAP = 60° = PAB. Como o segmento AC
é a bissetriz do angulo PAB (porqué?), concluimos que D P 8.
PAC = 30°. Assim,

DAC = DAP + PAC = 60° + 30° = 90°.

Mistério das bolas — Seja m o niimero de bolas pretas na primeira urna e n o de bolas
brancas na segunda urna. Inicialmente, Henrique retirou k bolas pretas da primeira
urna e as colocou na segunda urna. Nesse ponto, a situacao é a seguinte:

e na 12 urna temos m — k e
——

pretas

e na 22 urna temos n  +_ k .
~— =~

brancas  pretas

Depois, ele retirou k bolas da segunda urna e as colocou na primeira urna. Agora, esse
grupo de k bolas pode ter bolas brancas e pretas. Denotemos por p o niimero de bolas
pretas e por b o de bolas brancas retiradas da 22 urna. Entao k=b+pe

e na 1% urna temos m —k+ p +

b =m-—k b

~—
pretas pretas ~ brancas pretas brancas
e na22urnatemos n + k — b — p =n—-b+k—p.
brancas  pretas  brancas  pretas brancas pretas

Assim, ele ficou com b bolas brancas na primeira urna e k — p bolas pretas na segunda
urna. No entanto, k = p+b, ou b = k—p. Logo, o nimero de bolas brancas na primeira
urna ¢ igual ao nimero de bolas pretas na segunda urna.
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190.

191.

Contando a palavra BRASIL — Para ler a palavra BRASIL, devemos percorrer
um caminho que comece numa letra B e termine na letra L. Observemos que o cami-
nho a ser percorrido é composto sucessivamente de deslocamentos horizontais para a
direita e verticais para baixo. Representemos esses caminhos por sequéncias de letras
H (significando deslocamento horizontal para a direita) e V (significando deslocamento
vertical para baixo). Vejamos dois exemplos.

(i) Comegamos em B na segunda linha (de cima para baixo) e seguimos o caminho
VHVVV.
(ii) Comegamos em B na quarta linha e seguimos o caminho HVVHH.
Para resolver o problema devemos contar quantos caminhos come¢am com B e termi-

nam com L. Para istso, vamos listar esses caminhos, escrevendo C; para o nimero de
caminhos que comecam com o B da linha j, em que j varia de 1 a 6, como segue.

(1) Primeira linha: VVVVV ~» C; = 1;
(2) segunda: HVVVV, VHVVV, VVHVV, VVVHV, VVVVH ~> C; = 5;

(3) terceira: HHVVV, HVHVV, HVVHV, HVVVH, VHHVV, VHVHV,
VHVVH, VVHHV, VVHVH, VVVHH ~» C5 = 10;

(4) quarta: HHHVV, HHVHV, HHVVH, HVHHV, HVHVH, HVVHH,
VHHHV, VHHVH, VHVHH, VVHHH ~» C, = 10;

(5) quinta: HHHHV, HHHVH, HHVHH, HVHHH, VHHHH ~ C5 = 5;
(6) sexta: HHHHH ~» Cg = 1.

Portanto, a palavra BRASIL aparece
Ci+Co+C3+Ci+Cs5+Cs=1+5+10+10+5+1=232

vezes na figura.

Observacao: O que significa a simetria C; = Cg,Cy = C5 € C3 = C47

Quais sdo os nimeros? — A equacdo pode ser escrita na forma z* — y? = 71 e,
fatorando % — y? = (22 — y)(22 + y), na forma

(2 —y)(a® +y) = TL.

Como x e y sao inteiros, cada um dos fatores 22 — y e ? + y também ¢ um nimero
inteiro, de modo que escrevemos 71 como o produto de dois ntimeros inteiros. Como
71 é um numero primo, ele s pode ser escrito como produto de inteiros na forma
1 x 71 ou 71 x 1. Assim, temos somente dois casos a considerar, a saber, 22 —y = 71
ex’+y=1ouaz?—y=1eax?+y =71 Como z,y sdo inteiros positivos, temos
2t =y? + 71> 72> 16 = 2%, portanto, x > 2. Em particular, 22 +y = 1 &é impossivel,
pois implicaria 1 = 2% +y > 9 + 1 = 10.

Assim, resta considerar o caso 2 —y = 1 e 22 +y = 71. Somando essas duas equacoes,

obtemos 222 = 72, o que fornece x = 46 e, portanto, y = (6)? — 1 = 35. Como z,y
sao inteiros positivos, concluimos que a tnica solu¢ao ¢ x =6 e y = 35.
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192. No jogo — Seja T a quantidade total de dinheiro no jogo. Assim, no inicio, os jogadores

possufam
7
Aldo: — T
© 18
6
Bernardo: — T,
18
5
Carlos: —T
arlos 13
e, no final, eles possuiam
6
Aldo: — T
© 15
5
Bernardo: — T,
15
4
Carlos: —T
arlos 15

Para comparar essas fragoes, usamos o denominador comum de 18 e 15, a saber, 90.
Desse modo, no inicio,

7 35

Aldo: —T==T,
18 90
Bernardo: E = @ T,
18 90
Carlos: il T = % T
18 90
e, no final,
Aldo: o T = 36 T,
15 90
30
B do: —T=—T
ernardo 15 o0
4 24
Carlos: —T =—
15 90
Logo, foi Aldo quem ganhou um total de %T, que corresponde a 12 reais, de modo
1
que — T = 12, ou seja, o total T de dinheiro no inicio o jogo foi

90
T =90 x 12 = 1080 reais.

Assim, no final da partida, os jogadores possuiam, em reais,

Aldo: % de 1080 = 432,

Bernardo: % de 1080 = 360,

24
Carlos: 90 de 1080 = 288.
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193.

194.

195.

Um nimero inteiro — Denotemos a = /5 +2 e b= v /5 — 2. Entéao
a®—b' = (V6+2)— (V5—2) =4

ab:{’/(\/5+2)(\/5—2):\3/5— =V1=1,
de modo que M = a — b satisfaz M? = (a — b)*> = a® — 0> — 3ab(a — b) =4 — 3 M.

Assim, M?+3M —4 = 0, ou seja, o nmero M é raiz do polinoémio 3 + 3z — 4. Como
o ntimero 1 é uma raiz desse polinémio, podemos fatora-lo e escrever z3 + 3z — 4 como
(r —1)(2* + z+4). O trinémio 2 + z + 4 tem discriminante negativo, de modo que a
tnica raiz real de 2® + 3z — 4 é 1 e, portanto, M = 1. Em particular, M é um ntmero
inteiro.

Area de triangulos

(a) Note que F MC e AMD sio angulos opostos pelo vértice, de
modo que FMC = AMD. Como MC = MD e os triangu-
los AAMD e AFMC sao retangulos, estabelecemos que eles o
sao congruentes. Assim, possuem a mesma area, donde conclui-

mos que a area do triangulo AABF' é igual a area do quadrado
ABCD, que foi dada, medindo 300 cm?. A B

(b) Como AD = FC (do item anterior) e MC = MD, segue que os triangulos
ANAMD, ADMF e AFMC tém a mesma area. Por outro lado, a soma das areas
dos dois ultimos ¢ a metade da area do quadrado. Portanto, a adrea do triangulo
AAFD é a metade da area do quadrado ABCD. Essa area foi dada, medindo
300 cm?, logo, a area do triangulo AAFD mede 150 cm?.

Um quadriculado — Sejam m e n, respectivamente, o nimero de segmentos ao longo
de dois lados consecutivos do retangulo desenhado por Rosa. Sabemos que o niimero
total de segmentos que sao lados de quadrados na divisao de um retangulo em m x n
quadrados é m(n+1)+n(m+1) (prove isso). Assim, como Rosa usou 1997 segmentos
em seu desenho, temos m(n + 1) +n(m + 1) = 1997.

Além disso, um dos lados considerados é menor do que ou igual ao outro, digamos,
m < n. Nesse caso, obtemos 1997 = m(n + 1) + n(m+1) > 2m(n + 1).

Como 1998 > 1997, segue que 1998 > 2m(m + 1), ouseja, 999 > m(m + 1),
do que podemos deduzir que 1 < m < 31. Por outro lado, multiplicando, obtemos
1997 = mn+m+mn+n =m+n(2m+ 1), de modo que n = (1997 —m)/(2m + 1)

e, portanto,

2n_3994—2m 3995 — (2m + 1) 3995

om+1  2m+1  2m+1
No entanto, n é um inteiro positivo, portanto, 2m + 1 precisa ser um divisor de 3 995.
Como 3995 =5 x 17 x 47 e 1 < m < 31, as tnicas trés opgoes sao 2m + 1 = 5,17 ou

47, que fornecem m = 2, m = 8 e m = 23 e os valores correspondentes de n = 399,
n=117en = 42.
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Portanto, Rosa poderia ter desenhado trés configuragoes diferentes com os 1997 seg-
mentos, uma com 2 X 399 quadrados, outra com 8 x 117 quadrados e uma terceira,
com 23 x 42 quadrados. Entretanto, a folha de papel utilizada mede 21 por 29,7 cm e
os segmentos que formam os lados dos quadrados medem 0,5 cm. Assim, as duas pri-
meiras configuracoes nao cabem no papel de Rosa e podemos afirmar que o retangulo
que Rosa desenhou consiste em 23 x 42 quadrados e que, portanto, é constituido de
966 quadrados.

Inteiros de quatro algarismos — Temos 1000 < 4a® < 10000, do que decorre
250 < a? < 2500. Mas, 15?2 = 225,162 = 256 e 502 = 2500, portanto, como a ¢ um

numero natural, obtemos 15 < a < 50. Também temos 1000 < 3 x a® < 10000, do

que decorre 750 < a® < 7500. Mas, 9% = 729,10% = 1000, 19 = 6859 e 20° = 8000,
portanto, como a é um natural, também temos 9 < a < 20. Desse modo, as tnicas
opcoes sao a = 16,17,18 ou 19.

4 L .
Por outro lado, como = x a® é um ntmero inteiro, concluimos que a = 18. De fato, isso

pode ser obtido substituindo os quatro possiveis valores de a ou, entao, observando
que a® deve ser um multiplo de 3 e, consequentemente, que a ¢ um miltiplo de 3.

Pares positivos — Como 501 — 3z = 3(167 — z), a equagao dada é equivalente a
3

y = —(167—x). Como y é um inteiro positivo, 167 —x deve ser algum multiplo positivo

de 5, ou seja, 167 — x = bk, para algum inteiro positivo k e, portanto, x = 167 — 5k

ou, ainda, z =5 x 33+ 2 — 5k = 5(33 — k) + 2. Como z é um inteiro positivo, devemos

ter 1 < k < 33. Consequentemente, podemos tomar qualquer k£ = 1,2, ..., 33, obtendo

trinta e trés pares de inteiros positivos (z, y) que sao solugoes da equagao 3z+57 = 501.

Diferenca de quadrados — A resposta correta é (e).

Solugao 1: Observe que o quadrado de um ntmero par é par e o quadrado de um
numero fmpar é impar. Se os dois ntimeros sao consecutivos, entao um deles é par
e o outro é impar. Portanto, elevando ao quadrado, um dos quadrados é par e o
outro é impar. Mas, a diferenga entre um nimero par e um nimero impar é sempre
um namero impar. Como 2.000 é um nimero par, concluimos que nao existem dois
numeros consecutivos tais que a diferenca de seus quadrados seja 2 000.

Solugao 2: Seja n um ntimero inteiro. Entao (n+1)2—n? = n?*+2n+1—n? = 2n+1,
de modo que a diferenca entre o quadrado dos nimeros consecutivos n e n+1 é, sempre,
um nimero impar. Como 2000 é um nimero par, concluimos que nao existem dois
numeros consecutivos tais que a diferenca de seus quadrados seja 2 000.

Cdlculo de dngulos — Na primeira figura, prolongamos o segmento BC' até sua
intersegao com o segmento ED, num ponto F. Como os segmentos AB e ED sao
paralelos, os angulos ABF e BF' D sao alternos internos, portanto, possuem a mesma
medida, ou seja, C'F'D = 25°. Agora, observe que o angulo x é externo ao tridngulo
ACDF. Logo, x é igual & soma dos dois angulos internos nao adjacentes, ou seja,
x = 25° + H55° = 80°.
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25° 160°

55° 150°

Na segunda figura, novamente prolongamos o segmento BC' até sua intersecao com
o prolongamento do segmento FD, num ponto F. Como os segmentos AB e E'F' sao
paralelos, os angulos ABF e DF B sao colaterais internos, portanto, suplementares,
ou seja,

DFC = DFB = 180° — ABF = 180° — 160° = 20°.

Por outro lado, o angulo CDF ¢ igual a 30°, por ser o suplemento do angulo
EDC = 150°. Agora, observe que o angulo x é externo ao triangulo ACDF. Logo, x
é igual a soma dos dois angulos internos nao adjacentes, ou seja, x = 20° + 30° = 50°.

Tabela — Como a tabela tem seis co-
. . 12 linha 1 2 3 4 5 6
lunas, em cada linha escrevemos seis ,
, . . 22 linha 7 8 9 10 11 | 12
nimeros consecutivos. Dividindo 1000 = Tnha | 13 1 14 | 15 6 1718
por 6, obtemos

1000 = 6 x 166 + 4. 167@'1inha 9£')7 9£')8 9§9 1600

Desse modo, para escrever o numero 1000 na tabela sao necesséarias 166 linhas comple-
tas (terminando no nimero 6 x 166 = 996) e mais uma linha com os quatro nimeros
997, 998, 999 e 1000. Logo, 1000 esta escrito na 1672 linha e na quarta coluna.

Entre 1 e 2 — Se uma fragao é positiva e menor do que 1, seu numerador deve ser
menor do que seu denominador. Assim, devemos ter

O<a<bh e 0<b<T.

1 1 1
Como 5a+—b:—

- 35 (7Ta + 5b), a condi¢ao dada equivale a

Ta + 5b
35

1< < 2, ouseja, 35 < Ta+ 5b<70.

Desse modo, vemos que o problema consiste em obter todos os inteiros a e b tais que
O<a<b, 0<b<T7 e 35<T7a+5b<T70.

Examinemos cada uma das quatro opgoes de a, de 1 a 4, com correspondentes possi-
bilidades de b, dentre os inteiros 1, 2, 3, 4, 5 e 6.

e a =1. Entao Ta+5b =74 5b e, de 35 < 7+ 5b < 70, decorre que 28 < 5b < 63,
ou seja, 6 < b < 12. Como b € {1,2,3,4,5,6}, concluimos que a tnica opgao ¢é
b =6.
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e a = 2. Entao 7Ta+5b = 14+5b e, de 35 < 14+ 5b < 70, decorre que 21 < 5b < 56,
ou seja, b < b < 11. Como b € {1,2,3,4,5,6}, concluimos que as tnicas opgoes
saso b=5eb=06.

e a = 3. Entao 7Ta+5b = 2145b e, de 35 < 21+ 5b < 70, decorre que 14 < 5b < 49,
ou seja, 3 < b < 9. Como b € {1,2,3,4,5,6}, concluimos que as tunicas opgoes
sao b =3, 4, 5 ou 6.

e o =4. Entao 7a+5b = 28+ 5b e, de 35 < 28 + 5b < 70, decorre que 7 < 5b < 42,
ou seja, 2 < b < 8 Como b € {1,2,3,4,5,6}, concluimos que as tunicas opgoes
sao b= 2, 3,4, 5 ou 6.

Concluimos exibindo as doze solugoes a, b na tabela seguinte.

alb|ll<f+b<2|alb|l<t4+i<2
IJ6] I+5=% [[2[5] i+i-%
T2 gri=5 | 6] §+5=3
3| #+2=2 (3]3] 2+2=2
4| sri=8 | |4] i+i=g
5| dri=3 | |5 =g
6| d+%=% | |6] 3+%=%

Triatlon — Seja x a velocidade com que Maria nada, em metros por minuto. Entao o
tempo que Maria gasta nadando 800 m ¢ dado por 800/x minutos. Sabemos que sua
velocidade na corrida é 3 x e, na bicicleta, 2,5 x 3x = 7,5z metros por minuto. Assim,
o tempo total que Maria gasta nas trés etapas é

800 20000 ~ 4000 800 x 7,5+ 20.000+4000 x 2,5 4800

- -

x 7.5 3x 7.5 x
~~ N , N——
nadando correndo

pedalando
minutos. Logo, para que ela venga as trés etapas em, no maximo, uma hora e vinte
minutos, ou seja, em 80 min, devemos ter, no minimo, 80 = 4800/, ou seja, © =
4800/80 = 60 metros por minuto. Segue que 3z = 180 e 7,5z = 450 metros por
minuto. Assim, para que Maria termine a prova em, no méximo, 1 hora e 20 minutos,
ela deve desenvolver as seguintes velocidades minimas:

e nadar a uma velocidade minima de 60 m/min,

e pedalar a uma velocidade minima de 450 m/min e

e correr a uma velocidade minima de 180 m/min.

Foto de formatura — Os diagramas a seguir representam a situagao do problema,
onde os alunos que foram inicialmente retirados estao representados em preto e os
alunos retirados na segunda vez, em cinza.

000--00000 000--0000
00000000 e 000---00000 0000000
00000000 ® L
« e e e e e e e OOO--:OOOOO OOO---OOOO
00000000 ® eo0e -0 eee °
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Sejam m e n o namero de filas (linhas horizontais) e de colunas da formagao inicial,
respectivamente. Com um aluno de cada uma das m filas é formada uma nova fila,
incompleta: faltam quatro alunos para completar as atuais n — 1 colunas, ou seja,
m+4=mn—1 e, portanto, n = m + 5. Agora temos m filas de n — 1 alunos, além de
uma fila incompleta, em que faltam quatro alunos.

Tirando um aluno de cada uma das m filas completas, for- 60060000
mamos um retangulo com uma coluna a menos, portanto pre- 600 0000
enchemos as atuais trés vagas da nova fila. Assim, m = 3 e, R
portanto, n = 8. O niimero total de alunos na foto é dado por 000 00006
nxm=3x8=24. oo

Circunferéncias tangentes

(a) Como as circunferéncias de 1 e 3 cm de raio sdo concéntricas, as novas circunfe-
réncias tangentes as originais também devem ter raio igual a 1 cm.

(b) Os centros das trés circunferéncias de 1 cm de raio mos-
tradas na figura formam um triangulo equilatero de 2
cm de lado. Logo, seus angulos internos medem 60°.
Como 360/60 = 6, concluimos que podem ser dispostas,
no maximo, seis circunferéncias sem sobreposicao, nas
condicoes exigidas.

Festa na escola — Representando o niimero de docinhos que cada um dos quatro
amigos levou pela inicial de seu nome, temos

{ A+P+M+F =90,

A+2=P-2=2M=1F

1
2
Segue da segunda equagao que P = A+4, M = % (A+2) e FF = 2(A+2). Substituindo
esses valores na primeira equagao, obtemos

90:A+(A+4)+%(A+2)+2(A+2):%9A+9:9<%A+1),

de modo que %A + 1 =10, ou seja, A = 18. Assim,

18+2

P=18+4=22, M=—

10 e F =2(18+2) = 40.

Inflagao — O preco antigo era inferior a 50 reais e sofreu um acréscimo de 20%, com
0 que o prego novo ainda ¢ um numero de dois algarismos, que representamos por a b,
onde a ¢ o algarismo das dezenas e b é o algarismo das unidades, ou seja, ab = 10 a+b.
O preco novo é o preco antigo ba com um acréscimo de 20%, ou seja,

10a+b=ab=(12)ba=12(10b+a) = 12b+ 1,2,

de modo que 10a — 1,2a = 12b — b, ou seja, 8,8a = 11b. Assim,

8,8 4
= X a=—-Xa.
11 S

b
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Como a e b sao algarismos, s6 podemos ter a = 5 e b = 4 e decorre que 0 novo prego &
R$ 54,00.

Gatos no condominio — Sejam x o nimero de familias que possuem apenas um
ou exatamente cinco gatos e y o numero de familias que possuem exatamente trés
gatos. Segue que = + y + x = 29 e, portanto, 2x + y = 29. Como o nimero de gatos é
x + 3y + 5z = 6x + 3y, obtemos

namero de gatos = 6z + 3y = 3(2z +y) = 3 x 29 = 87.

Soma constante — Sejam a,b,c,d,e e f os nimeros que falta preencher na tabela,
1]al?2
ou seja, consideremos a tabela| b | 9 | ¢ |. Nas quatro subtabelas 2 x 2 que podemos
dle|f
formar, a saber,
1]a a b c
b9’ 9 ’ d|e ¢ el f[l
devemos ter
l+a+b+9=a+2+9+c b—1=c
14+a+b+9=b+9+d+e ouseja, a+1l=d+e
a+2+9+c=9+ct+e+f a+2=e+f

Subtraindo a segunda igualdade obtida da terceira, obtemos 1 = f — 1, ou f =1+ d.
A nossa tabela, entao, é dada como segue.

1] a 2
b—1
dle|d+1

Para os ntimeros a, b, ¢, d, e e f temos apenas as opgoes 3, 4, 5, 6, 7 e 8, sem repetigao.
Se a=3,40ub, resultad+e =a+1=4,50u6, oque é impossivel para inteiros
distintos d e e maiores do que 2. Se a = 7, resulta d + e = a + 1 = 8 e poderiamos
ter (d,e) = (3,5) ou (5,3). Se d = 3, entdao e =5, f = d+ 1 = 4 e, necessariamente,
b = 6 ou 8 no entanto, isso é impossivel, pois implicaria ¢ = b —1 = 5 = e ou
c=b—-1=7=a.

Assim, a nao pode ser 3, 4, 5 nem 6, restando, apenas, as alternativas a = 6 ou a = 8.
Usando as relagoes a +1 = d +e e ¢ = b — 1, obtemos as duas tinicas opgoes de
preenchimento da tabela dada, como segue.

11612 11812
917 e 21914
41315 6 3|7

Qual € o numero? — Note que 5 X E é um multiplo de 5 e no caso, terminado em
A. Como A nao pode ser 0, segue que A = 5 e E é impar. Observe que E nao pode
ser 1, pois, nesse caso, 4D = 5, o que é impossivel para algarismos. Logo, F = 3,5,7
ou 9. Analisemos cada uma dessas possibilidades.
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Se E = 3, entao 4D + 1 termina em 5 e, portanto, D =1 ou D = 6;
se /' =5, entao 4D + 2 ¢ par e termina em 5, o que ¢ impossivel;
se E =17, entao 4D + 3 termina em 5 e, portanto, D =3 ou D = §;

Se £ =9, entao 4D + 4 & par e termina em 5, o que é impossivel.

Restam, entao, os quatro casos seguintes, de acordo com (D, E) ser dado por (1, 3),

(6, 3), (3,7) ou (8, 7).

5BC13 5BC63 5BC37 5BC87
BC13 BC63 BC37 BC87
C13 C63 c37 C87

13 63 37 87
3 3 I 7
29959559 29959559 29959559 29959559

12 Caso: Se D =1e E = 3, entao 3C' termina em 5 e, como C denota um algarismo,
a unica opgao ¢ C' =5 = A, o que nao pode ocorrer.

22 Caso: Se D =6 ¢ E = 3, entao 3C' + 2 termina em 5, portanto, 3C' termina em
3. Como C denota um algarismo, a tnica opcao é C' = 1, resultando 2B = 5, o que é
impossivel para um algarismo.

32 Caso: Se D =3¢ F =7, entao 3C' 4+ 1 termina em 5, portanto, 3C' termina em 4.
Como C' denota um algarismo, a tnica opgao é C' = 8, resultando 2B + 2 = 5, o que é
impossivel.

4° Caso: Se D =8 e F =7, entao 3C + 3 termina em 5, portanto, 3C' termina em 2.
Como C' denota um algarismo, a tnica opc¢ao é C' = 4, resultando 2B + 1 =5, com o
que B = 2.

Assim, a tnica solugdo ¢ A BC' D E = 52487.

Proporc¢ao triangular — Escolhamos o ponto H do segmento BC' de tal modo que
o segmento F'H seja paralelo ao segmento AFE, como na figura dada. Decorre que os
triangulos AAEC e AFHC sao semelhantes, pois tém lados paralelos.

A

B B H C

Como F'C = 2 AF, decorre, por semelhancga, que também HC' = 2 EH. Por outro lado,
os triangulos ABHF e ABEG também sao semelhantes, pois tém lados paralelos.
Dessa semelhanca e do fato de GG ser o ponto médio do segmento BF’, concluimos que
E é o ponto médio do segmento BH. Assim, BE = EH e, portanto,

EC=FEH+HC=FH+2FH =3FH =3BL.
Consequentemente, EC/BE = 3.
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Nimeros primos entre si — Temos 2000 = 16 x 125 = 2% x 53,

2402 16 x 12
N:2000(f+9)=16x125(x H/): 0 x 125
y Y 7y

¢ um inteiro impar e x < y sao inteiros positivos primos entre si.

x (2 + y°)

Solugao 1: Como z e y sao primos entre si, é possivel mostrar que zy e x* + y? nao
tém fatores primos em comum (prove isso), de modo que zy divide 2000 e, portanto,
x e y dividem 2000. Além disso, 16 deve dividir zy, porque N é impar. Como z e y
sao primos entre si, 16 divide x ou y.

12 Caso: Se 16 divide x, entao x = 16. De fato, se x > 16, entao x é, no mi-
nimo, 16 x 5 = 80, pois x divide 2000; como também xy divide 2000, resultaria que
y < 25 < 80 = x, o que nao é permitido. Logo x = 16 e, como = e y sao primos entre
si e y divide 2000, necessariamente y = 25 ou 125.

22 Caso: Se 16 divide y, uma possibilidade ¢ y = 16, quando = s6 pode ser 1 ou 5,
pois x < y e xy divide 2000. As outras opgoes para y sao 16 x 5, 16 x 25 ou 2000,
quando a tinica opc¢ao para x é, sempre, 1.

Assim, existem sete solugoes, a saber,

(16,25), (16, 125), (1,16), (5,16), (1,80), (1,400) e (1,2000).

Solugdo 2: Como N é um inteiro fmpar, resulta que (2% x 5%)/(zy) e x* + y* sao
inteiros impares. As opcoes para zy sao 24,24 x 5,24 x 52 ¢ 2¢ x 53. Além disso, z e y
devem ter paridades distintas, para garantir que 2 +? seja fmpar. Vamos determinar
x e y para cada uma dessas opgoes, lembrando que =z < y.

21 1 21

22 x5 11| 2*x5
5 21

24 x 52| 1 |24 x5?
21 52

28 x5 1 |24 x5
21 53

Assim, existem sete solugoes, a saber,

(1,16), (1,80), (5,16), (1,400), (16,25), (1,2000) e (16, 125).

Fique atento — Elevando ambos os membros da equagao ao quadrado, obtemos x =
2% — 4x + 4, que é equivalente a 2% — 5z + 4 = 0. As raizes dessa equacao do segundo
grau sao r = 1 e x = 4. Quando substituimos = = 4 na equagao original \/xr = x — 2,
obtemos v4 = 2, que é uma afirmacdo verdadeira. Entretanto, quando substituimos
r = 1 naquela equacdo, obtemos v/1 = —1, que é falsa. Portanto, a equacio dada
possui a tnica solucao x = 4.

Observacgao: O aparecimento da “solucao estranha” x = 1 deve-se ao fato seguinte: a
afirmacao
=V = a=b
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nao é verdadeira. O que é correto é a afirmagao
=0V = a=+b.

Desse modo, quando elevamos os dois membros de uma equacao ao quadrado, obte-
mos uma nova equagao que pode, eventualmente, conter mais solugoes que a equagao
original. Vocé pode ver isso com clareza, por exemplo, nas equacgoes z = 1 e 22 = 12

Solugoes inteiras — A equagao original pressupoe = # 0 e y # 0, portanto, podemos
considerar a equacgao equivalente

xy = 19(x +y), com x#0, y#0.

Uma vez que estamos procurando solugoes inteiras e 19 é um ndmero primo, essa
igualdade implica que = ou y deve ser divisivel por 19. Como a equacgao é simétrica em
relagao as variaveis x e y, podemos supor que z ¢ divisivel por 19, ou seja, z = 19k,
para algum valor k£ # 0 inteiro. Assim, a equagao original também é equivalente a

ky=19k + vy, com k#0, y#0.

Dessa igualdade, obtemos que 19k 4y ¢é divisivel por k. Uma vez que 19k ja é divisivel
por k, concluimos que y é divisivel por k (prove isso), isto é, y = km, para algum valor
m # 0 inteiro. Segue que

kkm=ky=19k+y =19k +km = (19 4+ m)k,

ou seja, km = 19+ m, que é igual a 19 = (k — 1) m. Desse modo estabelecemos que os
inteiros m e k—1 sao divisores do numero primo 19. Como k # 0, segue que k—1 # —1,
0 que nos deixa com trés opgdes apenas, como segue.

e Sem=19ek—1=1,entao r =38 e y = 38;
e Sem=1ek—1=19, entao x = 380 e y = 20;
e Sem=—-1lek—1=-19, entao x = —342 e y = 18.

Desse modo, por simetria, obtemos os tnicos cinco pares de nimeros inteiros (z,y) que
sao solucoes da equacao dada:

(38,38), (380,20), (—342,18), (20,380) e (18,—342).

No ponto de 6nibus — Representemos por M o ntmero de meninas e por H o
nimero de meninos que estavam no ponto antes de passar o primeiro 6nibus. Depois
do embarque das 15 meninas no primeiro 6énibus, ficaram M — 15 meninas e H meninos
no ponto. Uma vez que, nesse momento, ficaram dois meninos para cada menina no
ponto, temos H = 2(M — 15). No segundo énibus, embarcam 45 meninos e ficaram
M — 15 meninas e H — 45 meninos no ponto. Como, nesse momento, ficaram no ponto
cinco meninas para cada menino, temos M —15 = 5(H —45). Assim, obtemos o sistema
linear

M — 15 =5(H — 45)

Substituindo a primeira equagao na segunda, resulta M — 15 = 5(2M — 30 — 45) =
10 M — 375.

Logo, 9 M = 360, de modo que M =40 e H = 2(40 — 15) = 50.

{ H =2(M — 15)
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Contorno circular — Sejam A, B,C' e D os centros dos quatro circulos e M, N, P e
() os pontos de tangéncia entre esses circulos, conforme figura.

Observe que AD = DC = CB = BA = AC = 2a. Logo, os triangulos AABC' e
ANACD sao equilateros e, por isso, seus angulos internos sao iguais a 60°. Portanto,

~ 1 ~ 1
ABC = 60° = 63600 e DAB = 120° = §360°, o que acarreta que os arcos dos

contornos internos a esses dois angulos medem

~ 1 -~ 1
NM:6><27Ta e MQ:§><27Ta

5
e os contornos externos por B e A, de tracado destacado, medem 6 X 2ma e

3 X 27 a, respectivamente. Por simetria, segue que o contorno externo da figura dada

tem comprimento igual a
(2 X > +2 X 2) 2 6
- —)2ma="6ma.
6 3

Um quadrildtero especial — Como cada diagonal divide o quadrilatero em duas
regioes de mesma &rea, temos

Area (AABD) = Area (ABCD) e Area (ANABC) = Area (AACD).

Denotemos as areas das quatro regioes determinadas pelas diagonais por X, Y, Z e W,
conforme a figura, de modo que

Area (AABD) = X +W,

Arvea (ABCD) = Y + 7,

Arvea (AABC) = Z+We A
Area (AADC) X+Y.

Assim,

7 — X = Area (AABC) — Area (AABD)
= Area (AACD) — Area (ABCD)=X -7 D
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e, portanto, Z = X. Consequentemente, também temos Y = W. Seja E o ponto de
corte das diagonais. Como as areas das regides opostas por E sao iguais, resulta da
semelhanga de tridngulos que FA x ED = EB x EC e FEFAx EB=FEC x ED.

Dividindo essas duas equacoes, obtemos

ED EB

EB  ED’
portanto, £D = FEB. Analogamente, podemos mostrar que FA = EC. Logo, as
diagonais se cortam no ponto médio e, consequentemente, o quadrilatero é um pa-

ralelogramo. Como os lados medem 10 e 15 cm, o perimetro do quadrilatero mede
2x 10+ 2 x 15 =50 cm.

Niumero curioso — Seja ab = 10a + b um namero de dois algarismos a e b que é
divisivel pela soma a + b de seus algarismos. Note que, por ser de dois algarismos,
necessariamente a # 0 e que, por ser divisivel pela soma de seus algarismos, também
a diferenga (10a + b) — (a + b) = 9a é divisivel por a + b (prove isso). Assim, basta
atribuir os valores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9 a a e calcular os valores de b para os quais
a + b divide 9a. O resultado aparece na tabela.

(a]9%a] b |
1197 02 8
211810, 1, 4, 7
3127 0,6
10360, 2, 5 8
5145 0, 4
654| O 3
7163 0,2
s172] 0, 1,4
9 [381 0

Assim, os nameros que satisfazem a propriedade sao
10,12, 18, 20, 21, 24, 27, 30, 36, 40, 42, 45, 48, 50, 54, 60, 63, 70, 72, 80, 81, 84 e 90,

ou seja, existem 23 nimeros “curiosos.”

Numero premiado

(a) O maior nimero premiado de seis algarismos distintos precisa comegar com 98,
portanto, o ntimero procurado é da forma 98 cd e f. Por hipotese, temos 9+8+-c =
d+ e + f. Para que ¢ seja maximo, precisamos que d + e + f seja maximo, e isso
acontece quando d = 7,e = 6 e f = 5. Nesse caso, ¢ = 1 e, consequentemente,
o maior nimero premiado é 981 765. Para determinar o menor niimero premiado
de seis algarismos distintos, tentamos um nimero da forma 10 cde f. Nao é dificil
verificar que 108.234 é o menor nimero premiado.

(b) Dado qualquer nimero premiado abcde f de seis algarismos distintos, seu par
simétrico de fabc também é premiado e tem seis algarismos distintos; a soma
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desse par simétrico é

abcde f+defabe=(1000abc+de f)+ (1000de f +abc)
=1001(abc+def) =13 x 11 x 7 x (abc+de f),

que é divisivel por 13. Assim, a soma de todos esses pares simétricos também é
divisivel por 13. Como a soma de todos esses pares de niimeros premiados simé-
tricos ¢ igual a soma de todos os niimeros premiados de seis algarismos distintos,
resulta que essa soma ¢é divisivel por 13.

Observagao: De fato, a soma de todos os nimeros premiados de seis algarismos distintos
também é divisivel por 7 e por 11.

Altura versus lado — Sejam h, e h, as alturas relativas aos lados BC'=a e AB = c,
respectivamente. Por hipétese, temos que h, > a e h. > ¢. Como h, e h. sao os
comprimentos das alturas, pelo Teorema de Pitagoras temos h, < c e h, < a. Um dos
lados considerados é maior do que ou igual ao outro, digamos, a > c. Das desigualdades
acima, obtemos h, > a > ¢ > h, e, portanto, a = ¢ = h,. Assim, AB é perpendicular
a BC e, portanto, o tridangulo é retangulo isésceles. Concluimos que os angulos do
triangulo medem 45°,45° e 90°.

Fracgoes egipcias — A equagao original pressupoe x # 0,y # 0 e pede solugoes inteiras,
positivas e distintas, portanto, podemos considerar a equacao equivalente

2ey =T(x +y), com x>0, y>0ex+#y.

Como 2 e 7 sao nimeros primos, segue que 7 divide x ou y. Como a equacao é simétrica
em x e y, podemos supor que 7 divide x. Entao, x = 7k, para algum k > 0 inteiro e
decorre que 2 X Tky = 7(7Tk + y), ou seja, simplificando, 2ky = 7k + y ou, ainda,

2k—1)y=Tk=ux.

Se 7 dividisse y, terfamos y = 7m, para algum m > 0 inteiro. Nesse caso, terfamos
49 x 2km = 2xy = 7(x +y) = 49(k +m), acarretando 2 km = k + m. Mas, entao

k 1 1
2= S ciq1=y,
km k- m
o que significa que kK = m = 1 e, portanto, x = 7 = y. Como queremos x # v,

concluimos que 7 nao divide y, de modo que 7 divide 2k — 1. Tomando k = 4, resulta
rT=28e

Tk 28 4
YTok-1 7 ¢
fornecendo a solucao
1 2
w1

Observagao: A solugao obtida é tnica. De fato, como 2k — 1 é, sempre, fmpar e 7
divide 2k — 1, o miltiplo de 7 que é igual a 2k — 1 deve ser impar. Assim, existe algum
inteiro n > 0 tal que

72n—1) =2k —1.
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Isso acarreta que k = 7n — 3 e, portanto,

Tk _7(771—3)_7n—3_3(271—1)+n_3+ n
2%—-1 72n—-1) 2n—-1  2n—-1 = 2n—1°

Y

Como y deve ser inteiro, concluimos que 2n — 1 divide n, de modo que 2n —1 < n. No
entanto, n > 1 e, portanto, 2n — 1 > n. A tunica possibilidade é 2n — 1 = n e, portanto,
n = 1. Segue que k =4 = b e a = 28 dao a unica solugao.

Tabuleiro de xadrez — Um tabuleiro de xadrez é um quadrado reticulado de 64
quadradinhos, denominados casas, sendo 32 casas pretas e 32 brancas, posicionados
alternadamente. Uma das pecas do xadrez recebe o nome de bispo, havendo um par
deles para cada jogador. Um dos dois bispos de um jogador s6 se movimenta pelas
casas pretas e o outro s pelas brancas.

Inicialmente, é possivel colocar um dos dois bispos NoTA: Aqui estamos enten-
em qualquer uma das 64 casas. Se o bispo estiver dendo que alternando a po-
numa casa branca, entao na fila em que ele esta, sigao desses dois PISPOS nao
bem como na coluna, temos quatro casas pretas que m}lda a Conﬁguragac.) no ta}ou—
= . leiro de xadrez. Mais precisa-
nao podem ser ocupadas pelo segundo bispo, num . -
. . . mente, os bispos tém a mes-
total de oito casas. Assim, o segundo bispo pode ser .
ma cor, isto €, pertencem a um
colocado em qualquer uma das 32 — 8 = 24 casas .
mesmo jogador.
pretas restantes.

Concluimos, entao, que se um dos bispos ocupar uma das 32 casas brancas, entao
o outro terd 24 casas pretas a disposicao. Portanto, o nimero dessas configuragoes
distintas que podem ser obtidas é 32 x 24 = 768.

Quem é menor? — Observemos que:
3312 > 3212 — (25)12 — 260.
6310 < 6410 — (26)10 — 260.
1278 < 1285 = (27)% =25 < 260,

Logo, o maior dos niimeros ¢ 33'2. Por outro lado, = 2 + — garante que

63 63

(127)2—(2+ 1)2—4+ Ll a2
63/ 63/ 63 632 63
e, portanto,

(127)4 <25 < 63
63 ‘

Assim, 1274 < 63°, acarretando 1278 < 631°. O menor dos trés nimeros dados é 1278,

Brincando com numeros — Como queremos encontrar o maior nimero que seja
divisivel pela soma de seus algarismos e também menor do que 900, podemos comecar
nossa busca dentre os niimeros com o algarismo 8 na casa da centena, ja que, no
minimo, 800 é divisivel pela soma 8 + 0+ 0 = 8 de seus algarismos e 899 nao tem essa
propriedade. Assim, vamos examinar os numeros entre 800 e 899.

Queremos, entao, encontrar algarismos b e c¢ tais que 8 + b + ¢ divida
8bc = 800 + 10b + c. Lembrando que 8 + b + ¢ divide 8bc = 800 + 10b + ¢ se, e
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somente se, 8 + b+ ¢ divide 800+ 10b+ ¢ — (8 + b+ ¢) = 792 4 9b, basta procurar entre
os divisores de 792 + 9b. Para isso, atribuimos valores para b em ordem decrescente, a
partir de 9, até encontrar o maior nimero procurado.

e Se b =9, entao 792+ 9 x 9 = 873 = 9 x 97 e esse ntimero nao possui divisor
8+ 9+ centre 17 (c=0) € 26 (¢c=9).

e Seb =28, entao 792 + 9 x 8 = 864 = 2° x 33. O maior divisor 8 + b + ¢ desse
nimero entre 16 e 25 é 24, isto é, ¢ = 8.

Logo, o nimero procurado é 888.

Cortando papéis — Se na primeira rodada André pega n; pedagos de papel para
cortar cada um deles em sete pedacos, ao final dessa rodada ele ficara com 7 — ny
pedagos sem cortar, mais 7n; pedagos cortados, totalizando (7 — ny) + Tny = 7+ 6ny
pedacos de papel. Analogamente, se na segunda rodada André pega no, pedagos de
papel para cortar, ao final dessa rodada ele ficard com 7 + 6n; — ny, pedagos que nao
foram cortados nessa rodada, mais 7n, pedacos de papel provenientes dos cortes que
ele fez nessa rodada. Assim, ao final da segunda rodada, André ficard com

(T4 6n1 —ng) + Tng =7+ 6(ny + ng).
Continuando assim, conclui-se que, ao final de k£ rodadas, André fica com
7+6(n1+n2++nk)

pedacgos de papel. Entao, para ele ficar com 2009 pedagos de papel ao final de al-
guma rodada, deveriamos ter essa ultima expressao igual a 2 009 ou, equivalentemente,
subtraindo 7 de cada lado, 6(n; +ng + - - - + ng) = 2002.

No entanto, 2002 nao é um mitiplo de 6, de modo que essa equacao nao admite
solucgao. Isso significa que André nunca poderé ficar com 2009 pedagos ao final de
alguma rodada de sua brincadeira.

Um trapézio especial — Queremos provar que AFE é igual a BC. Para isso, supo-
nhamos que AE seja maior do que BC' e escolhamos o ponto A’ sobre AE tal que
EA" = BC. Por construcao, FA" e BC sao paralelos, de modo que A’'BCE é um
paralelogramo e, em particular,

A'B=CE. B C

Pela desigualdade triangular, temos

A'A+ AB > A'B.

A ;
Logo, A E
EFEA+AB+ BE =FA' + AAA+ AB + BE

> FA'+ AB+ BE = BC +CFE + EB.

Disso decorre que o perimetro do tridngulo AABFE é maior do que o perimetro do
triangulo ABCFE, contrario aos dados do problema.
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Por meio dessa contradicao, estabelecemos que, diante das hipoteses do problema,
AFE nao pode ser maior do que BC. Por um processo totalmente analogo, também
podemos estabelecer que, reciprocamente, BC' nao pode ser maior do que AFE, com o
que concluimos que BC' = AE. O mesmo raciocinio pode ser utilizado para mostrar

que BC' = ED. Assim,

BC = 3(AE + ED) = 15cm.

1
2

Uma estrela — Observe que JEI = BEH.
No triangulo ABEH temos

20° + 130° + BEH = 180°,
portanto,

JEI = BEH = 30°.

Numero palindromo — Um ntmero palindromo de quatro algarismos é da forma
abba, onde a é um algarismo entre 1 e 9 e b € um algarismo entre 0 e 9. Como o
namero ¢é divisivel por 9, entdo a soma 2a + 2b = 2(a+b) de seus algarismos ¢é divisivel
por 9, ou seja, a + b é divisivel por 9. Como 1 < a + b < 18, as Gnicas opgoes sao
a+b=9oul8 Sea-+b= 18, necessariamente a = b =9. Se a+b = 9, temos as nove
solugoes seguintes.

a=1e b=2g8 a=2¢eb="7 a=3eb=6

a=4eb=>5 a=b5eb=4 a=6¢e b=3
a=7¢e b=2 a=8¢e b=1 a=9eb=0

Assim, existem dez numeros palindromos de quatro algarismos divisiveis por 9, a saber,
1881, 2772, 3663, 4554, 5445, 6336, 7227, 8118, 9009 e 9999.

Multiplicagcao com letras — Como o produto de b por ¢ termina em 1, entao b X ¢
pode ser 21 ou 81 e, portanto, 3x 7 ou 9x 9. A tnica possibilidade de escrever o produto
de dois nimeros distintos menores do que 10 é 21 = 3 x 7. Assim, temos somente dois
casos possiveis.

12 Caso: Se b =T e ¢ = 3, deverfamos ter
atl7

X 3
7371

mas isso é impossivel, pois, = 2457 tem quatro algarismos.

2° Caso: Se b=3e c =17, temos

a33
X 7
3731
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e, como

= 533, necessariamente a = 5.

Logo, a tnica possibilidade ¢ a =5, b=3ec=7.

229. Nimeros sortudos

(a)

(b)
(c)

A sequéncia de oito numeros consecutivos de 52 a 59 tem, exatamente, dois nu-
meros sortudos: 52 e 59. Outro exemplo é qualquer sequéncia de oito nimeros
que contenha 59 e 61, por exemplo, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62.

Dois exemplos sao 994,...,1005 e 7994, ...,8005. Existem mais: encontre al-
guns.

Digamos que uma década ¢ qualquer sequéncia de dez nimeros consecutivos cujo
primeiro termo ¢ algum miultiplo de 10. Por exemplo,

10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19

140, 141, 142, 143, 144, 145, 146, 147, 148, 149

sao décadas. Note que qualquer sequéncia de sete niimeros consecutivos numa
década contém, pelo menos, um nimero sortudo, porque a soma de seus alga-
rismos é uma sequéncia de sete ntmeros consecutivos, um dos quais precisa ser
divisivel por 7. Finalmente, qualquer sequéncia de treze nimeros consecutivos
contém pelo menos sete nimeros consecutivos de alguma década, que sempre
contém um numero sortudo. (Examine alguns exemplos para melhor entender
essa justificativa.)

230. Uma sequéncia especial — Inicialmente escrevemos os primeiros termos dessa sequén-
cia, como segue.

231.

1,3, 2 -1, =3, -2, 1, 3, 2,...

O sétimo e o oitavo termos sao, respectivamente, iguais ao primeiro e ao segundo. Isso
significa que a sequéncia se repete de seis em seis termos. A soma dos seis primeiros
termos é 1+3+2—1—3—2=0 e, portanto, a soma dos 96 primeiros termos também
¢ 0. Assim, a soma dos 100 primeiros termos dessa sequéncia ¢ igual & soma dos quatro
ultimos termos, ou seja, 1 +3+2 —1 =25.

Tridngulos e dngulos... — No triangulo menor, dois angulos medem 70° e
180° — 130° = 50° e o terceiro mede

180° — (50° + 70°) = 60°.
" 130°

Assim,

a = 180° — 60° = 120°.

4
Agora, no tridngulo maior, temos
N

45° + B+ 50° = 180°, “
portanto,

B = 180° — 95° = 85°. 450 4
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1. Usando velas — A opgao correta é (d).

Com 43 velas a casa de Joao pode ser iluminada por 43 noites, sobrando 43 tocos de
vela. Como 43 = 4 x 10 + 3, com esses 43 tocos pode-se guardar 3 tocos e fazer 10
novas velas para iluminar 10 noites. Dessas 10 velas obtemos 10 tocos que, com os 3
que haviam sobrado, dao 13 tocos. Como 13 =4 x 3 4+ 1, com esses 13 tocos pode-se
guardar 1 toco e fazer 3 novas velas para iluminar 3 noites. Dessas 3 velas obtemos
3 tocos que, com o que havia sobrado, dao 4 tocos, com os quais podemos fazer mais
uma vela. Assim, no total, a casa de Joao pode ser iluminada por 43+ 1043 +1 = 57
noites.

2. Rodas e bandeiras — A opgao correta é (a).

Os dois discos giram em sentidos opostos; quando um gira no sentido horério o outro
gira no sentido anti-horario. Considerando que a engrenagem da esquerda girou um
certo angulo em um sentido, a engrenagem da direita girou o mesmo angulo no sentido
oposto, e portanto a bandeirinha ficou na posi¢do mostrada na opgao (a).

3. Numero de latas — A opgao correta é (a).

Em cada caixote de madeira de dimensdes a x b x ¢ cabem (a x b x ¢)/I*> cubos
de lado [, empilhados regularmente. No caso dos palmitos temos, em centimetros,
a = 60,b = 80,c = 120 e I = 20. Como 60, 80 e 120 sao multiplos de 20, podemos
preencher o caixote, sem deixar espagos, com (60x 80 x120)/20% = 72 caixas de papelao
de formato ctbico com 20 cm de lado. Logo, em cada caixote cabem 72 x 8 = 576
latas de palmito.

4. Qual é a menor fragao? — A opcao correta é (c).

~ ~ n . . .. ~
Solugao 1: As fragoes da forma T com n inteiro positivo, sao

1 2 3 4 5
2.3 47 5 6 7
o N o o
n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5
1 3 4 . . -
Observe que temos — < — < — < — < ..., ou seja, essa sequéncia de fragoes é

2 3 4 5
crescente. Para comparar cada uma dessas fragoes com 7/9, precisamos igualar todos
) 1 9 14 7 2 6 73 27 28 7
os denominadores, obtendo - = — < — = -, - = - < -, - = — < — = —
2 18 18 9" 3 9 9" 4 36 36 9
4 36 35 L 7 L )
- =— > — = —. Logo, = ¢ maior do que 9 e, como a sequéncia € crescente, a partir

5 45 45 9

de 5 todas as fracoes dessa sequéncia sao maiores do que Z Assim, existem apenas
12 3

23°7

Solugao 2: Transformando tudo em ntmeros decimais, temos 7/9 = 0,777... ¢ 1/2
= 0,5, 2/3 = 0,666..., 3/4 = 0,75, 4/5 = 0,8, 5/6 = 0,8333.... Logo, a sequéncia é
crescente e apenas 1/2 = 0,5, 2/3 = 0,666. .. e 3/4 = 0,75 sdo menores do que 7/9 =
0,777. ...

e

A ~ n ~
trés fragoes da forma 1 que sao menores do que 9’ a saber,
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Pistas de corrida — A opgao correta ¢ (c).

Solugao 1: Denotemos por x e y os comprimentos das pistas longa e curta, respecti-
vamente. Numa certa semana, o atleta corre 6(z + 2y) e, na outra, 7(z +y). Como nas
duas semanas ele corre os mesmos 5000 metros, obtemos 6(x + 2y) = 7(z + y). Logo,
6x + 12y = Tx + Ty e, portanto, by = x. Assim, a pista longa é cinco vezes maior do
que a pista curta.

Solugao 2: Na semana em que o atleta treinou durante sete dias, ele correu uma pista
longa a mais e cinco pistas curtas a menos do que na semana em que ele treinou apenas
seis dias. Como a distancia corrida foi a mesma nas duas semanas, concluimos que o
comprimento da pista longa ¢ igual ao comprimento de cinco pistas curtas.

Brincos e brincos — A opgao correta é (c).

Solugao 1: Sabemos que o nimero de mulheres que usam apenas um brinco é
0,03 x 800 = 24. Restam 800 — 24 = 776 mulheres, das quais 388 usam dois brin-
cos e 388 nao usam brincos. Logo, o nimero total de brincos usados por todas as
mulheres é 24 + 388 x 2 = 800.

Solugao 2: Se cada mulher com dois brincos emprestar um de seus brincos a uma das
mulheres que nao usam brincos, todas as 800 mulheres estarao com um tnico brinco.
Logo, o niimero de brincos ¢ igual ao de mulheres, ou seja, 800.

Perguntas e respostas — A opgao correta é (e).

A partir da tabela obtemos o nimero de pontos de cada um dos trés participantes.
Ana: 5 x 124+ (=3) x 3+ (-2) x5=60—9— 10 =41
Bento: 5 x 13+ (—3) x 7+ (—2) x0=65—-21 =44
Lucas: 5 x 124 (=3) x4+ (-2) x4 =60 —12 -8 =40

Logo, Bento foi o mais bem classificado, seguido de Ana e, depois de Lucas.

Qual € a carga? — A opgao correta é (b).

Como o peso de um saco de areia é igual ao de oito tijolos e no caminhao ja ha 32
sacos de areia, ele pode carregar ainda 18 sacos de areia, o que equivale a 18 x 8 = 144
tijolos.

Quanto mede a cerca? — A opgao correta é (b).

Entre o terceiro e o sexto poste, temos trés espacos entre postes consecutivos. Logo,
a distancia entre dois postes consecutivos é %x 3,3 m = 1,1 m e a distancia entre o
primeiro e o ultimo poste é de 11x 1,1 = 12,1 m.

Dizima periddica — A opgao correta é (d).
Solugao 1: Como 1/3 =0,333..., segue que

2

1
0.1333...=0.333...— 02 = h
’ ’ ’ 0 3

Wl
—_

260

OBMEP 2010



Solucoes do Nivel 3

11.

12.

13.

14.

Solugao 2: Usando simplesmente a regra que fornece a geratriz de uma dizima perio-
dica, também podemos obter

13-1 12 2
1333... =~ ~—~_°2
01333 90 90 15

Valor absoluto — A opgao correta ¢é (e).

Temos: |5 =5,[3—8|=|—5|=5e|—4|=4.Logo, N=5+5—4=6.

O peso das frutas — A opcao correta é (b).

A partir das informacoes fornecidas pelas trés figuras, podemos montar trés equagoes
em que, informalmente, denotamos o peso de cada fruta pelo seu préoprio nome.

mamao = banana + maga
banana + mamao = 200
banana + 200 = mamao + maga

Somando a primeira com a terceira obtemos, apds cancelamento, 2 x maca = 200,
donde maca = 100. Substituindo esse valor na primeira equagao, obtemos mamao =
banana -+ 100 e, substituindo na segunda equacao, obtemos 2 x banana + 100 = 200,
donde banana = 50. Esses valores fornecem, pela primeira equacao, o valor mamao =
150. Assim, a soma dos pesos das frutas é 100 4+ 50 + 150 = 300 gramas.

Maratona — A opgao correta é (c).

O comprimento de uma circunferéncia de raio r é 27 r. Assim, em cada volta André
percorre 2 x 100 m = 2007 m. Logo, o nimero de voltas que André precisa dar para

completar 42 km = 42.000 m é
42000 210

200w
Agora podemos finalizar o problema de duas maneiras.

1 1 1
12) Como 3 < m < 4, obtemos 1 < - < 3 portanto, multiplicando tudo por 210,
T

resulta 210 210 210
’ 4 T 3
e concluimos que André deve dar entre 52 e 70 voltas para percorrer os 42 km.

70

22) A aproximagao de 7 até a segunda casa decimal é 3,14. Dai,

210 _ 210
T 3,14

~ 66,88
e concluimos que André deve dar entre 66 e 67 voltas para percorrer os 42 km.

Dobrando papel — A opgao correta é (e).

Solugao 1: Denotemos por AABC o triangulo obtido apds dobrar o quadrado original
ao longo das duas diagonais e seja M N o corte pela base média nesse triangulo, paralelo
ao lado BC|, que é um dos lados do quadrado original. A area do quadrado original é
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15.

16.

17.

(BC)%. Desdobrando-se a folha, vemos que o buraco ¢ um quadrado de lado MN e,
como MN = §BC, sua area €

1
4
Logo, o buraco tem um quarto da érea do quadrado original.

(MN)? = <%B(J)2 — ~(BC).

B C B ¢

Solugao 2: O corte é realizado pela base média do triangulo, retirando um pequeno
tridngulo semelhante ao original, com razdo de semelhanca 1/2. Assim, a area do
triangulo retirado é um quarto da area do tridngulo original. Abrindo a folha, vemos
essa situacao reproduzida quatro vezes, donde o buraco tem um quarto da &area do
quadrado original.

Encontre o nimero — A opgao correta é (a).
N NN N N

Para que TITE6 e - sejam numeros inteiros, N deve ser um miltiplo comum
de 3,4, 5, 6 e 7. Como queremos o menor N possivel, ele deve ser o minimo multiplo
comum (MMC) de 3, 4, 5, 6 e 7, ou seja,

N =3x4x5xT7=420.

Equagao quadrdtica — A opgao correta é (d).
- I . .
Solugao 1: Como 3 e 3 sao raizes da equacao ax? — 6z +c = 0, temos 9a — 18 +¢ = 0

e —a—2+c=0,ouseja, 9a +c = 18 e a + 9¢ = 18. Somando essas duas equagoes,
resulta 10(a + ¢) = 10a + 10c = 36, ou seja, a + ¢ = 36/10 = 18/5.

Solugao 2: Numa equacao ax? + bz + ¢ = 0 do segundo grau, a soma das raizes é
—b/a e o produto é ¢/a. Como b = —6, obtemos 10/3 = 3+§ =6/ael =3x % =c/a,
ou seja, a = ¢ = 9/5. Assim, a + ¢ = 18/5.

Cubo — A opgao correta é (d).

Solugao 1: Desenhando o cubo e numerando seus vértices
de acordo com o enunciado da questao, obtemos uma figura 6 1
em que podemos ver que o vértice 5, por ser diametralmente
oposto, é o mais distante do vértice 6.
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18.

19.

20.

21.

22.

Solugao 2: O vértice 6 esta nas faces {1, 2, 6, 7}, {1, 4, 6, 8} e {3, 4, 6, 7}. Como
nessas faces s6 nao aparece o 5, segue que este é o vértice diagonalmente oposto ao 6,
ou seja, o b & o vértice mais distante do 6.

Time de basquete — A opgao correta é (a).

Basta ler o grafico para obter o nimero de pontos de cada aluno. A soma desses pontos
da um total de 7+ 8 +2+ 11+ 6 + 12+ 1 + 7 = 54 pontos marcados pelo time.

O caminho da formiguinha — A opgao correta é (e).

Para cada um dos trés caminhos para ir de A até B, existem trés opc¢oes para ir de
B a C. Logo, ha um total de 3 x 3 = 9 possibilidades. Mais geralmente, se fossem m
os caminhos de A até B e n os de B até C, entdao o nimero de caminhos que nossa
formiguinha poderia tomar de A até C seria m X n; esta afirmativa é um caso particular
do principio multiplicativo.

Operagao " — A opgao correta é (a).
Fazendoa=1eb=0em a ™ b=a%—ab+b* obtemos 1 X0 =12 —-1x0+0?=1.

Indo para a escola — Os alunos da escola foram divididos em quatro grupos distintos,
de acordo com o tempo que gastam no trajeto de casa para a escola. Cada uma das
quatro barras do diagrama representa exatamente um desses quatro grupos e cada um
dos alunos dessa escola estd em exatamente um desses quatro grupos.

(a) Os alunos que gastam menos de 20 minutos em seu trajeto de casa para a escola
estao representados pela primeira barra, a mais alta, que atinge a marca dos 90.
Logo, 90 alunos gastam menos do que 20 minutos para chegar & escola.

(b) O total de alunos na escola ¢ a soma dos nimeros representados pelas quatro
barras, portanto, a escola tem um total de 90 + 60 + 10 4+ 20 = 180 alunos.

(¢) Os alunos que gastam mais do que 40 minutos estao repartidos em dois grupos:
os que gastam de 41 a 60 minutos e os que gastam mais do que 60 minutos,
representados pela terceira e quarta barras, as duas mais baixas, uma atingindo
a marca dos 10 e a outra, a marca dos 20. Logo, o total de alunos que gastam
mais do que 40 minutos para chegar a escola é de 10 + 20 = 30 alunos.

(d) Os alunos que gastam entre 20 e 40 minutos em seu trajeto de casa para a escola
estao representados pela segunda barra, que atinge a marca dos 60. Junto com os
30 alunos que gastam mais do que 40 minutos (item precedente), temos um total
de 60 + 30 = 90 alunos que gastam mais do que 20 minutos para chegar & escola.
No primeiro item vimos que 90 alunos gastam menos do que 20 minutos para
chegar a escola, que ¢ o mesmo ntimero dos que levam mais do que 20 minutos, ou
seja, ¢ a metade dos alunos da escola que leva mais do que 20 minutos. Concluimos
que nao ¢é verdade que a maioria dos alunos gasta mais do que 20 minutos para
chegar a escola.

Campeonato de futebol

(a) Cada uma das seis equipes disputou, com cada uma das outras cinco, exatamente
uma partida. Portanto, foram disputadas um total de %(6 x 5) = 15 partidas.
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(b) Cada equipe disputou exatamente 5 partidas. Logo, de 2 + 1+ 0 = 5 decorre
x = 4. Da mesma forma, para a equipe D temos 1+ 1 4 y = 5, portanto y = 3.
O nimero total de gols feitos num campeonato é igual ao nimero total de gols
sofridos, ouseja, 6 +6+2+3+14+2=2+64+6+6+5+3,0u 18 + z = 28,
portanto, z = 10.

23. Poste elétrico — Nesta questao utilizamos o Teorema de Teorema de Pitagoras
Pitagoras. Antes de rever o enunciado desse teorema, lembre C
que um triangulo é dito retangulo quando um de seus angulos
é reto, ou seja, mede 90°. O lado oposto ao angulo reto é a a
hipotenusa e os outros dois lados sao os catetos do triangulo b
retangulo. Na figura, a hipotenusa ¢ a e os catetos sao b e c.
A c B

Teorema de Pitagoras. Num tridngulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e c,
vale a relacdo a? = b + 2.

Agora resolvemos a questao.

Para que o poste fique perpendicular ao solo, o &ngulo em A deve ser reto e, portanto,
o triangulo AABC' deve ser retangulo (ver figura). Nesse caso, os dados do problema
dao que a hipotenusa mede 2,5 m e os catetos 1,4 m e 2 m. Assim, pelo Teorema de
Pit4goras teriamos (2,5)* = (1,4)% + 2%

2.5

ﬁj\
—
A 2 B

Entretanto, (1,4)% +22 = 1,96 + 4 = 5,96 e (2,5)*> = 6,25. Logo, essas medidas nao
satisfazem o Teorema de Pitadgoras e, portanto, o triangulo AABC nao é retangulo.
Assim, o angulo em A nao é reto e, consequentemente, o poste nao esté perpendicular
ao solo. Concluimos que o professor esta certo.

24. Equacoes reciprocas

1 - . . . :
(a) Temos y = = + — . Usando as expansoes do binémio e do trinémio, obtemos
x

9 1\2 9 1 1 o 1
yz(az—i——) =" +2r—+ 5 =0"+ 5 +2 e
T r x
3 1y3 3 51 1 1 3 1 1
y:(er—) =" +3° -+ + z =2 +3(x+—>+—3,
x x x x x x
portanto,

1 1 1
=y =2 e x3+—3:y3—3(x+—>:y3—3y.
x x x
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(b) A equagao dada é equivalente a (:c2 + %) — 5(3: + é) + 8 = 0. Substituindo o
valor de y e utilizando a identidade do item anterior, obtemos
(y* —2) =5y +8=0,
ou seja, a equacdo de segundo grau y* — 5y + 6 = 0, cujas raizes sdo y = 2 e
y = 3. Voltando para x, multiplicamos x4+ — =y = 2 e y = 3 por x para obter as
equagoes quadraticas (z —1)? = 22 — 2z + 1x: 0eax?—3x+1 =0, cujas raizes sao
r=1lex= 5 (3 + \/5) Assim, obtivemos todas as trés raizes da equagao dada.

(c) Como z = 0 nao é raiz da equagao dada, podemos dividir tudo por z%. Desse
modo, encontramos exatamente a equacao do item (b), cujas raizes ja obtivemos.

(d) Como x = 0 nao ¢ raiz da equacao dada, podemos dividir tudo por z3. Desse
modo, reordenando os termos, obtemos a equacao equivalente

1 1 1
(e + ) —2(s*+ ) =5(e+ =) +12=0,
x x x
Substituindo o valor de y e utilizando as identidades do item (a), obtemos
(v* —3y) —2(y* —2) = by + 12 =0,
equivalente a equacao cubica
y® —2y* — 8y + 16 = 0.

A forma mais rapida de resolver essa equacao é ter um pouco de sorte e fatorar
por agrupamento, obtendo, por exemplo,

v =2y =8y +16 =y (y —2) —8(y —2) = (v* — 8)(y — 2),
de modo que as trés raizes da equacdo cibica em y sdo y = 2 e y = +£2v/2.
Voltando para x, multiplicamos = + — = y = 2 e y = £24/2 por = para obter
x

as equacdes quadraticas (z —1)2 = 22 =224+ 1 =0, 22 =22z +1 =0 ¢
22 +2v2x+1=0, cujas raizes sao r = 1, x = V24+1lex=—v2=+1. Assim,
obtivemos todas as cinco raizes da equacao dada.

25. Atirando flechas

(a) Os cinco pontos dados estdo marcados na figura.

Ordenada
L1 ™~ E
C|
M~
/ 4
Ty B\
v abcissa
\ /
8 1% /
D N L1
N A
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26.

27.

28.

(b) No circulo menor temos apenas o ponto A, portanto Manoel acertou apenas uma
vez neste circulo, o que lhe da 300 pontos.

(c) Para calcular o total de pontos, observe que pelo ponto B ele ganha 100 pontos,
por C' ele ganha 50 pontos e, por D, 50 pontos. Entretanto, pelo ponto FE, ele
nao ganha pontos, porque esté fora da zona de pontuacao. Logo, o ntimero total
de pontos que Manoel fez é 300 + 100 + 50 + 50 = 500.

Festa de aniversdrio — Como podemos repartir o total de convidados em mesas de
6 ou 7, o numero de convidados ¢ um multiplo de 6 e de 7. Como o menor miltiplo
comum de 6 e 7 é 42, podemos ter 42,84,126, ... convidados. Como sao menos do
que 120 convidados, s6 podemos ter 42 ou 84 convidados. Por outro lado, como sao
necesséarias mais do que 10 mesas, temos mais do que 60 convidados. Logo, descartamos
0 42, e o numero de convidados s6 pode ser 84.

Medida do cateto — O segmento C'F, cujo comprimento queremos calcular, é um ca-
teto do triangulo retangulo ACDF. O Teorema de Pitagoras, aplicado a esse triangulo,
diz que (CD)* = (CF)?+ (FD)? = (CF)?+ 24% e, dai, tiramos (CF)? = (CD)* — 242.
Ou seja, para encontrar C'F' basta conhecer C'D. Como os lados opostos de um retan-
gulo (e, mais geralmente, de um paralelogramo) sdo iguais, temos C'D = AB. Nosso
objetivo, entao, passa a ser o cédlculo de AB. Para isso, olhemos para o tridngulo
AABE. Sua area é

1 1
5 (AE x BE) = (15 x BE) = 150,

donde tiramos BE = 20. O Teorema de Pitagoras aplicado a esse triangulo nos dé
(AB)? = (AE)* + (BE)? = 15? + 20? = 625 = 25% donde AB = 25. Logo, CD =

AB = 25 e, de acordo com nossa observacao anterior, obtemos
(CF)? = (OD)* — 24* = 257 — 247 = (25 + 24)(25 — 24) = 49.

Assim, CF = 1.
Observe que a solu¢ao independe da medida dos lados AD e BE.

Sequéncia de Peri — Agrupamos a sequéncia em blocos numerados consecutiva-
mente, cada bloco formado pelos termos iguais consecutivos, como mostrado a seguir.

1 5 272 5 373737 47474747 5757575757 17]-717]-717]-7 27272727272727
bloco 1 ploco 2 bloco 3 bloco 4 bloco 5 bloco 6 bloco 7

§7 37 37 37 37 37 37 %7 é? 47 47 47 47 47 47 47 %7 ?7 57 57 57 57 57 57 57 57 §7

bloco 8 bloco 9 bloco 10
LLLLLLLLLLL o, Kbk kb kb kb kb bk, .k,
bloco 11 bloco n, com k€{1,2,3,4,5}

Observe que a numeragao de cada bloco coincide com o ntimero de termos que ele
contém: o bloco 1 tem um termo, o bloco 2 tem dois termos, o bloco 3 tem trés termos
e assim por diante, até o bloco n, que tem n termos. A posicao na sequéncia do tltimo
termo de cada bloco é obtida somando todos os niimeros de 1 até o nimero atribuido
ao bloco. Por exemplo, como pode ser contado na enumeracao acima,
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e o ultimo 3 do bloco 8 é o0 36° termo, pois 1 +2+3+4+5+6+7+ 8 = 36.
e o ultimo 1 do bloco 11 é o 66° termo, pois 1 +2+3+---4+ 10+ 11 = 66.

Em geral, o dltimo termo do enésimo bloco esta na posicao 1 +2 + 3 + --- + n. Para
calcular o valor desta soma, lembramos que 1,2, 3,...,n é uma progressao aritmética
de razao 1, termo inicial a; = 1 e enésimo termo a, = n. A soma de seus n primeiros
termos é, entao,

n 1
1+2+3+4+~-~+n:n(a12+a):n<n2+ )

Agora precisamos descobrir em qual bloco se encontra o centésimo termo da sequéncia.
Supondo que ele esteja no enésimo bloco, sua posi¢ao serd, no maximo, a do tltimo
termo deste bloco. Como ele nao estara no bloco n + 1, concluimos que n é o menor
inteiro tal que 100 < sn(n + 1), ou seja, 200 < n(n + 1).

Para determinar esse valor de n, devemos resolver essa inequacgao e escolher, den-
tre suas solucoes, o menor numero inteiro. Como a expressao é bastante simples,
¢ mais facil resolvé-la por tentativa. Fazendo isso, vemos que n = 14. De fato,
13 x (134 1) =182 < 200 e 14 x (14 4+ 1) = 210 > 200. Assim, o centésimo termo da
sequéncia esta no bloco 14. Os ntumeros que aparecem nos blocos se repetem de cinco
em cinco, na ordem 1, 2, 3, 4 e 5. Como 14 = 5 x 2 4+ 4, o bloco 14 é formado pelo
namero 4. Assim, o centésimo termo da sequéncia é 4.

Observagao: A resolugao acima apresentada da inequagao 200 < n(n + 1), apesar de
correta, nao serviria se o problema pedisse, por exemplo, a determinacao do 100002
termo da sequéncia. Nesse caso, teriamos que lidar com a inequagao 20 000 < n(n+1) e,
é claro, achar sua menor solugao inteira por tentativa ndo parece promissor (a nao ser
com muita, muita sorte!). Por isso, vamos resolver a inequagao 200 < n(n+ 1) de uma
maneira que serve em geral.

Comegamos escrevendo 200 < n(n + 1) como n? +n — 200 > 0.

Isso nos leva ao estudo do sinal da fun-
cao quadratica f(x) = x?+x—200, cujo
grafico esta ilustrado na figura. As rai-
zes de f(z) sdo

—1—+/1+800

T = e 13 14 X

2
—1 4 /14800
5 .

To =

Observe que x; é negativa e 5 é, aproximadamente, igual a 13,6. Como f(z) > 0 para
xr < my ex > x9, segue que o n que estamos procurando é o menor inteiro que é maior
do que ou igual a x5, ou seja, n = 14.

Agora, se quiséssemos determinar o 100002 termo da sequéncia, bastaria repetirmos o
procedimento acima, encontrando x, = % [—1+\/ 1+80 000] , que é, aproximadamente,
igual a 140,9. Logo, n = 141 e 0 10000° termo da sequéncia esta no 141° bloco. Como
141 = 28 x 5 + 1, segue que o 10000% termo é 1.
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29.

30.

31.

Area em azulejo — A figura dada pode ser decomposta A B C
em quatro figuras congruentes a figura dada. Para cal-
cular a area do tridngulo sombreado nessa figura, esco-
lhemos como base o lado BC. E D

Entao, a altura correspondente é AE e, como os azulejos sao quadrados com
10 cm de lado, segue que AE = BC = 10 cm. Logo, a area do triangulo ABCFE

1
é §base x altura = —10 x 10 = 50 cm?®. Assim, a &rea da regiao procurada &
4 x 50 = 200 cm?.

Os cartoes de Capitu

Solugao 1: Capitu virou, em primeiro lugar, os 50 cartoes pares. Depois disso, ficaram
na mesa os 50 cartoes pares com a face amarela para cima e os 50 cartoes impares com
a face vermelha para cima. Ao virar, em seguida, os miltiplos de 3, ela virou apenas
os multiplos de 3 fimpares, que sao 3, 9, 15, 21, 27, 33, 39, 45, 51, 57, 63, 69, 75, 81,
87, 93 € 99. Logo, temos 17 multiplos de 3 que sao impares e Capitu virou para cima
a face amarela de 50 4+ 17 = 67 cartoes. Assim, sobraram com a face vermelha para
cima 100 — 67 = 33 cartoes.

Observacgao: Nessa solugao, para determinar a quantidade de multiplos impares de 3
menores do que 100 foi suficiente escrever esses miltiplos e contar quantos eram. No
entanto, se Capitu tivesse 1000 cartdes (ou mais) esse procedimento seria bastante
trabalhoso, mas, nesse caso, podemos proceder de modo mais geral. Notamos que
os multiplos fmpares de 3 desde 1 até 1000 formam uma progressao aritmética, com
primeiro termo a; = 3, razao r = 6 e o ultimo termo a, = 999. Para determinar n
usamos a formula a,, = a; + (n — 1)r que, no caso presente, ¢ 999 = 3 + (n — 1) x 6.
Assim, n = 167, ou seja, temos 167 miltiplos impares de 3 menores do que 1000.

Solugao 2: Capitu virou, em primeiro lugar, os 50 cartoes pares. Depois disso, ficaram
na mesa os 50 cartoes pares com a face amarela para cima e os 50 cartoes impares com
a face vermelha para cima. Ao virar, em seguida, os multiplos de 3, Capitu procedeu
como segue.

e Fntre os cartoes pares ela virou os que eram também miltiplos de 3. Um ntmero
que ¢ miltiplo de 2 e de 3 também ¢é miuiltiplo de 6. Como
100 = 16 x 6 + 4, concluimos que Capitu virou 16 cartdes entre os cartoes pares.
Esses cartoes voltaram a ficar com a face vermelha para cima, ficando os outros
34 com a face amarela para cima.

e FEntre os cartoes impares, como 100 = 33 x 3 + 1, segue que o numero total
de cartdes (pares e impares) multiplos de 3 ¢ 33. Como vimos acima, entre
estes cartoes, 16 s@o pares, logo 17 sao impares. Assim, Capitu virou 17 cartoes
fmpares, e esses cartoes passaram a ter a face amarela para cima, enquanto que
os outros 33 continuaram com a face vermelha para cima.

Enchendo o tanque — No que segue, todas as medidas de volume estao dadas em

cm3.

O volume V' do balde ¢ dado pela féormula habitual do volume de um cilindro, ou seja,
V' = area da base x altura. A base do balde é um circulo de 30 cm de didmetro; seu raio,
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entdo, mede r = 15 cm e sua area é wr? = 225 7 cm?. Logo, V = 48 x 225w = 10800 7.
A cada viagem, o volume de dgua que o homem coloca no balde é 4/5 de V' e, desse
volume, ele perde 10%. Portanto, resta no balde 90% de 4/5 de V, ou seja,

9 4 18
10 X 5 V 5% V=072V =0,72 x 108007 = 77767

Essa quantidade B = 77767 de agua é a que ele efetivamente coloca no tanque em
cada viagem. O volume de 3/4 do tanque é T' = % x 300 x 36 x 50 = 405 000. Logo, o
numero de baldes necessarios para atingir esse volume é
405000 405000 625

B 7767 127’
625 625
127 12 x 3,14
Assim, o homem necessitara de 16 baldes, mais 0,587 de um balde, e concluimos que
ele devera fazer 17 viagens.

Usando a aproximacao 3,14 para o nimero 7, obtemos ~ 16,587.

Observagdo: Acima usamos uma aproximacao para o valor de 7. E importante en-
tender o que isso significa. Como sabemos, 7 é um ntmero irracional e sua expansao
decimal é infinita e nao é periodica. O valor aproximado de m, com 31 casas decimais,
é ™ ~ 3,1415926535897932384626433832795 (o simbolo ~ quer dizer “aproximada-
mente”’). Por que, entdo, nao usar m &~ 3,142 ou m & 3,1416 para resolver nosso
problema, em vez de m ~ 3,147 Para discutir isso, vamos a um exemplo.

Suponhamos que vocé tenha um balde cilindrico com raio da base medindo 1 m e
altura 1 m, e uma caixa de agua de volume de, exatamente 3,141 m3. O balde deve ser
enchido em uma fonte. Quantas viagens a fonte serao necessérias para encher a caixa,
supondo que o volume de agua de cada balde seja integralmente transferido para a
caixa?

Usando a aproximacao m = 3,14, obtemos 3,14 m? para o volume do balde. Como

volume do tanque . 3,141 . . p .
volume do balde. =~ 31z ¢ maior do que 1 (e, é claro, menor do que 2), concluimos que

serao necessarias duas viagens a fonte para encher a caixa de agua.

Vamos, agora, usar a aproximagao m =~ 3,1416. Aqui calculamos o volume do balde
~ lume do t 141 )

e obtemos 3,1415 m?3. Entdo, Yeumedo tanque o 3L ¢ 1anor do que 1, e concluimos

’ ’ volume do balde 3,1416 ? ’

assim, que basta uma viagem a fonte para encher o balde, um resultado bem diferente

do anterior!

Deve ficar claro com esse exemplo que a escolha inicial de uma aproximacgao pode
influenciar fortemente o resultado final. Nesse caso, dizemos que as condig¢oes do
problema sao sensiveis a aproximacao. No nosso problema original de encher o tanque,
os dados iniciais nao eram sensiveis a aproximagao usada para 7w, o que pode ser
verificado imediatamente repetindo a resolugao dada com 7 &~ 3,142 ou 7 ~ 3,1416.
Em ambos os casos, obtém-se o resultado de 17 viagens.

Em geral, os problemas desse tipo propostos em livros nos ensinos fundamental e médio
sao enunciados de modo pouco sensivel a aproximacao. Isto justifica parcialmente o
uso de “7 = 3,147 bem como o de, por exemplo, “v/2 = 1,417
(CURIOSIDADE: v/2 = 1,4142135623730950488016887242097).

Observamos, também, que poucas casas decimais facilitam as contas, em particular
quando nao se usam maquinas de calcular. Seria impossivel, na pratica, trabalhar
manualmente com a aproximagao de 31 casas que demos para 7 no inicio desta conversa.

OBMEP 2010 269



Solucoes do Nivel 3

32.

33.

34.

35.

O tratamento de problemas de aproximacao é feito através de desigualdades. Infeliz-
mente, tempo e espago nao permitem que abordemos esse topico com mais detalhes no
momento, mas esperamos ter despertado sua curiosidade para o assunto.

Fator primo — A decomposi¢ao de 2006 em fatores primos é 2006 = 2 x 17 x 59.
Assim, o maior fator primo de 2006 é 59.

Altura de saldrio — A opgao correta ¢ (d).

O enunciado diz que 1 real = 275 x107 cruzados. O salario de Jodo é 640 reais, o que
é equivalente a 640 x 275 x 107 = 176000 x 10" = 176 x 10'° cruzados. O ntmero
de pilhas de cem notas que se pode fazer com essa quantidade de notas de 1 cruzado
¢ 176 x 10 /10% = 176 x 10%. Como cada uma destas pilhas tem 1,5 cm de altura, a
altura de todas elas ¢ 1,5 x 176 x 10% = 264 x 10® cm.

Agora lembramos que 1 km = 1000 m = 10? m e que 1 m = 100 cm = 102 cm, donde
1 km = 10% x 10> = 10° cm. Assim, a pilha de 264 x 10% cm tem 264 x 10®/10° =
264 x 103 = 264000 km de altura.

S6 bala — A opgao correta ¢ (c).

A primeira bala pode ser de qualquer sabor. Para fixar as ideias, suponhamos que
seja de banana. Depois que essa bala é retirada, sobram 1002+ 1001 balas na caixa —
no nosso caso, 1002 de maga e 1001 de banana. A probabilidade ¢ de que a segunda
bala seja diferente (no nosso exemplo, de maga) é ¢ = 1002/2003. A probabilidade p
de que a segunda bala seja igual (no nosso exemplo, de banana) é p = 1001/2003. A
diferenca g — p é, portanto,

~ 1002 1001 1
2003 2003  2003°

q—p

Distancia ao centro — A opgao correta ¢ (e).

Os pontos que estao a 6 cm de distancia do ponto P
formam uma circunferéncia de centro P e raio R = 6 /'
cm. Se d denota a diagonal do quadrado, do Teorema L2
de Pitagoras temos

d=+v102+ 102 = V2 x 102 = 10V2. \\ j
AN o
v

A circunferéncia de raio L/2 = 5 cm tangencia o qua-
drado em quatro pontos.

A circunferéncia de raio D /2 toca o quadrado em quatro pontos, a saber, os vértices
do quadrado. Temos L =10, R =6 ¢ D = 10/2, portanto

5 < 6 <5V2.

L)2 R D/2

(Observe que 1,2 < V2,5%x1,2 < 5x+/2 e, portanto, 6 < 5\/5) Logo, a circunferéncia
de raio R = 6 esta “entre” as duas circunferéncias de raios 5 e 5v/2. Assim, ela corta
o quadrado em oito pontos.
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36.

37.

Poténcias e poténcias — A opgao correta é (e).

Solugao 1: Observamos que os termos do lado direito da equacao dada podem ser
escritos como poténcias de 2. De fato, 4 = (2%)* = 22* ¢ 64 = 25. Desse modo, a
equacao se torna 2(2%) = 222423, Temos, entao, 2(22*)—2% = 26 donde 2?*(2—1) = 2°,
ou seja, 2%* = 26, Assim, 2z = 6 e segue que x = 3.

Solugdo 2: 4% 4 4% = 2(4%) = 2(22*) = 4% 4 4, portanto, 47 = 4% e segue que z = 3.

Um raio de luz — A opgao correta é (b).

Vamos acompanhar o trajeto do raio de luz a partir do ponto S. Para isso, lembramos
a propriedade basica da reflexao de um raio de luz num espelho: o angulo de reflexao é
igual ao angulo de incidéncia. Por exemplo, na figura dada, os angulos a e b sao iguais,
bem como os angulos d e e. Observe que, na figura, as paralelas AS e BV sao cortadas
pela transversal AB.

Assim,
e a=30°=b,
e a+0b+c=180°, S

logo ¢ = 120° e

e c+d = 180°, logo
d =60° = e.

Como a soma dos angulos internos do triangulo ABCV é 180°, segue que f = 90°.
Isso quer dizer que o nosso raio de luz, ao atingir C, sera refletido sobre si mesmo e
fara entao o caminho inverso, C' — B — A — S. Desse modo, o trajeto completo do
raio sera

S—-A—-B—->(C—-B—-A—S5S.

O comprimento desse trajeto do raio desde S até retornar a S é duas vezes a soma dos
comprimentos dos segmentos AS, AB e BC. E dado que AS = 1 m, portanto, resta
calcular AB e BC'. Para isso, olhamos para o triangulo AABC'. Ele é um tridngulo
retangulo com angulos de 30° e 60°. Sabemos que num tal tridangulo o cateto oposto

ao angulo de 30° tem comprimento igual & metade do comprimento da hipotenusa

1
(exercicio). No nosso caso, temos BC = éAB.

Notamos, agora, que os triangulos AABC e ACBF sao congruentes, pois sao tridangu-
los retangulos (f = 90°) com angulos iguais (b = 30°) e um cateto comum (BC'), o que

nos mostra que AC = 3 AV = 5 m- Pondo AB = x, temos BC = 5%eo Teorema

1 1
de Pitagoras, aplicado ao triangulo AABC, nos da 2% = (—)2 + (5 3:)2. Simplificando,

2
1
7 donde z = 1/+/3 = /3 /3.

Desse modo, obtemos o comprimento do trajeto do raio de luz, como segue.

3
obtemos 1 x? =

1
2(SA+AB+BC):2(1+§+§§) —24+V3 m.
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39.

40.

41.

42.

2

. Diferenca de quadrados — Usando a fatoragao z* — y? = (v — y)(x + y) com

r = 666666666 ¢ y = 333333333, vemos que v —y = y e x +y = 999999999,
portanto,

666 666 666° — 333333333% = 333333333 x 999 999 999
= 333333333 x (1000000000 — 1)
= 333333333000 000000 — 333333 333
= 333333332666 666 667.

Escada de nimero — A opgao correta é (e).

Usando a regra dada, preenchemos as casas vazias a 42
partir da segunda linha a contar de baixo e obtemos
a figura. Logo, 1342|1142

e, portanto, 24 + 3x = 42, ou seja, x = 6.

Diferenca de poténcias — A opgao correta é (c).

Solucgao 1: O algarismo final de 98673 é o mesmo que o de 73 = 343, isto ¢, 3. O
algarismo final de 98672 é o mesmo que o de 72 = 49, isto ¢, 9. Se de um nimero
terminado em 3 subtraimos outro terminado em 9, o algarismo final do resultado ¢é 4.

Observagao: Observe que o algarismo das unidades da diferenca 98672 —98672 ¢ igual
ao algarismo das unidades de (73 — 7?).

Solugao 2: n® — n? = n?(n — 1), com n®> = 98672 terminando em 9 e

n—1=19866 em 6. Como 9 x 6 = 54, o algarismo final de n*(n — 1) ¢é 4.

Pardbola girada — A opgao correta ¢ (e).

Uma rotagao de 180° pode ser visualizada B=(r.5s)
como uma meia-volta. Aqui temos uma N r
meia-volta em torno da origem. A figura ilus- !

tra o que uma meia-volta faz com as coorde- ! N

nadas dos pontos do plano. Por exemplo, o —m s . }’/ —s X
ponto A’ é o resultado da meia-volta apli-
cada ao ponto A; em outras palavras, A’ é
onde o ponto A vai parar apos a meia-volta. A’=(-=m,—n)
Do mesmo modo, B’ é onde B vai parar apos

a meia-volta.

—
-
-
-
—
-
-~
-
-~
-
-

—n

TE )

E facil ver que na passagem de A para A’ as coordenadas trocam de sinal. Desse
modo, vemos que uma meia-volta em torno da origem leva um ponto qualquer (z,y)
no ponto (—z, —y). Assim, (a,b) pertence a nova parabola se, e somente se, (—a, —b)
pertence & parabola y = x? — 5x + 9 original, ou seja, se —b = a® + 5a + 9 ou, ainda,
b= —a? —5a — 9. Logo, a equacao da nova parabola ¢ y = —x? — 5z — 9.

Logotipo — Seja r o raio dos quatro circulos iguais.
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43.

44.

Ligando os centros A e B de dois desses circulos ao ,
centro O dos circulos concéntricos, obtemos o trian-

gulo AOAB, como na figura. Lembrando que a reta

que une os centros de dois circulos tangentes passa pelo Vé'
ponto de tangéncia, vemos que OA = OB =1+ 7r e ‘Q’>
AB = 2r, tudo em cm. O tridngulo AOAB é retangulo \V4

em O e o Teorema de Pitagoras da
(2r)? = (1 +7)* 4+ (1 +7)2 \‘/
Logo, 4r? = 2(1 +7)%, ou 2r? = (1 + r)?, do que tiramos r* — 2r — 1 = 0. Assim,

1
r=3 [2 + \/g] = 14 +/2. Como o raio r é positivo, obtemos r = 1 + /2. Segue que

o raio do circulo maior mede 1 + 2r = 3 4+ 2¢/2 cm.

Padeiro cansado — A opcao correta é (d).

Seja x a quantidade de farinha, em quilos, de que o padeiro dispoe. Trabalhando
sozinho, ele usaria /6 quilos de farinha em uma hora. Trabalhando com seu ajudante,
eles usariam z/2 quilos de farinha em uma hora. Seja ¢ o tempo, em horas, que o
padeiro trabalhou sozinho. Como a farinha acaba em 150 minutos, ou seja, em 2,5
horas (2 horas e 30 minutos), o tempo que ele trabalhou com seu ajudante foi 2,5 — ¢
horas. Logo, a quantidade de farinha gasta durante o tempo que o padeiro trabalhou
sozinho foi de (z/6) X t e a quantidade gasta durante o tempo que o padeiro trabalhou
com seu ajudante foi de (x/2) x (2,5 —t). Como

- & xt 5 %x(2,5-1)
—_——f
quantidade total quantidade de farinha gasta quantidade de farinha gasta
de farinha = pelo padeiro + pelo padeiro trabalhando
trabalhando sozinho com o ajudante

temos r = %:ct + %x (2,5 —t). A quantidade x de farinha que o padeiro tinha inici-
almente era nao nula. Logo, podemos dividir ambos os membros por x, encontrando
1= %t + % (2,5 —t) e, portanto, t = 0,75 horas, ou seja, o padeiro trabalhou sozinho
durante 45 minutos.

Musitas diagonais — Num poliedro qualquer, dois vértices distintos determinam uma
diagonal apenas no caso em que nao estejam numa mesma face.

No caso do prisma hexagonal, vemos na figura que o vértice v nao forma uma diagonal
com os vértices marcados com *. Levando o proprio v em conta, vemos que v nao forma
uma diagonal com exatamente nove vértices. Como o prisma tem doze vértices, segue
que v forma uma diagonal com exatamente 12—9 = 3 vértices. O mesmo raciocinio vale
para qualquer vértice, e concluimos que, de cada vértice do prisma, partem exatamente
trés diagonais. Como a diagonal que parte de um vértice v para o vértice w é a mesma

1
que parte de w para v, segue que o numero de diagonais ¢é 3 12 x 3 =18.
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45.

46.

47.

* *

Seja V' um vértice do poliedro. Observando a figura, vemos que V nao forma uma
diagonal com exatamente quatorze vértices, os treze marcados com X e mais o proprio
V. Como o poliedro tem vinte e quatro vértices no total, sobram 24 — 14 = 10 vértices,
com os quais V forma uma diagonal. Logo, o nimero de diagonais desse poliedro é

%24 x 10 = 120.

Promocgao de sabonete — A opgao correta é (d).

Pela promocao, quem levar 2 unidades paga pelo prego de 1,5 unidade, logo quem levar
4 unidades paga pelo preco de 3 unidades, ou seja, leva quatro e paga trés.

Qual € o dngulo? — A opgao correta é (b).

Como ANABC e ADFEF sao triangulos equilateros, cada um de seus angulos internos
mede 60°. No triangulo AAGD temos

GAD = 180° — 75° — 60° = 45° e GDA = 180° — 65° — 60° = 55°.
Portanto, AGD = 180° — 45° — 55° = 80°. Logo, no triangulo ACGH, temos

x + 80° + 60° = 180°, donde x = 40°.

Caiza de papelao — A opcao correta é (b).

[

|.(— 15 em }|

A figura mostra as dobras que serao fei-
tas para montar a caixa, que tera as di-
mensoes seguintes: 20 cm de largura,
15 em de comprimento e 10 cm de al-
tura. Logo, seu volume seré de

10cm

| 20cm —»|

20 x 15 x 10 = 3000 cm?®.

fe———d0em 3|

48. Soma de vizinhos — A opgao correta é (b).

Seja x o primeiro termo da sequéncia. Como o segundo termo é 1 e, a partir do terceiro,
cada termo ¢ a soma dos dois anteriores, temos que

e 0 terceiro termo é 1+ x;
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e o quarto termo é 1 + (1 4+ z) =2 + x;
e o quinto termo é (1 + ) + (24 z) = 3 + 2x;
e 0 sexto termo é (24 ) + (34 22) =5+ 3z.

Como o quinto termo é 2005, temos 3 + 2x = 2005, donde x = 1001. Logo, o sexto
termo da sequéncia é 5+ 3 x 1001 = 3008.

49. Algarismos crescentes — A opcao correta é (d).
Os ntimeros em questao, com
e dois algarismos, sao 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78 e 89 (8 ntmeros);
e trés algarismos, sao 123, 234, 345, 456, 567, 678 ¢ 789 (7 ntumeros);
e quatro algarismos, sao 1234, 2345, 3456, ..., 6789 (6 ntumeros);

e por fim, com cinco algarismos, somente 12 345,

num total de 8 + 7 4+ 6 + 1 = 22 numeros.

50. Bloco girante — A opcao correta é (b).

De acordo com a figura, podemos concluir que as
dimensoes das faces X, Y e Z sao 2, 3 e 6 cm?,
respectivamente. A seguir, indicaremos os movi-
mentos feitos pelo bloco e as faces que entram em
X=1x2  Y=1x3 Z=2x3 contato com os quadradinhos em cada etapa. Lem-

L] \_l_‘_l bre que giramos o bloco cinco vezes.

As figuras a seguir mostram os quadradinhos do tabuleiro que ficam em contato com
cada uma das trés faces do bloco, desde a posicao inicial até a final, apds a ultima

rotacao.
—
X
X —
Y VAW
Y Z|7Z
Y VAW
Posicao inicial 1® Rotacao 2° Rotacao
XX Y| Y|Y
YAWAW
YAWAW
3% Rotacao 4* Rotacao 5¢ Rotacao
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o1.

52.

Alguns quadradinhos entram em contato com as faces mais de uma vez, conforme
figura a seguir, que mostra todos os quadradinhos que tiveram contato com as faces
do bloco desde a posigao inicial até a dltima rotagao.

X
Y |Y | XY | X | X
Z |Z |\Y/L|Z |ZL
Z |Z |\Y/L|Z |Z
Y Z |Z

Contando nesta tultima figura, vemos que o bloco esteve em contato com 19 quadradi-
nhos do tabuleiro.

Iterando um ponto — A opcao correta é (d).

. x |1]12]3]4]5
A partir da tabela @ a[1[3]5 ]2 obtemos

X XY
SUE)) = FUUSEE)) = FUFG)) = F(f(2) = f(1) =4
4 vezes \5/ \2/ \1/
Como 2004 ¢ maltiplo de 4, segue que f(f(f(f(...f(4)...)))) = 4. O diagrama a
2004 vezes

seguir ilustra essa afirmacao.

f f f f f f f f f f f f
47 =572 175475725 1T =54 TS5 =27 17—

Vv VvV
4 vezes 8 vezes 12 vezes

TV
2004 vezes

Esmeralda e o 21 — Primeiro vamos listar os niimeros que tém o agrupamento 21
no meio de sua representacao decimal.

e 21,121, 221, ..., 921, num total de 10 ntimeros.
e 210, 211, ..., 219, num total de 10 ntimeros.

Também devemos contar os agrupamentos 21 obtidos a partir de um par de niimeros
consecutivos tal que o primeiro termina com 2 e o segundo comeca com 1, que sao os
11 casos seguintes.

12 — 13,120 — 103,112 — 113,122 — 123,132 — 133, 142 — 143,
152 — 153,162 — 163, 172 — 173, 182 — 183, 192 — 193.

Assim, temos um total de 20 + 11 = 31 agrupamentos 21 nesse niamero.
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53. Muitos fatores — A opcao correta ¢ (d).

Cada um dos fatores ¢ uma diferenca de quadrados, isto é, a®> — b% em que a = 1 e
b=1/c* = (1/c)?. Usando a fatoragao a®* — b* = (a — b)(a + b), obtemos

(1-D0-5)0-5) (- 55)
(- (-5) (- 5) (- )
= (1-9) (1 3) (-5 (1 35) =D+ ) (- 5) (14 55)

1 2 4 3 5 14 16 1 16 8
=X =X =X=X=-X=X-"X.. . X X —=X—m== X —=—,
2 3 3 4 4 15 15 2 15 15
1 1 1 1
54. Falta um dngulo — A opgao correta é (a).
Os angulos internos do quadrilatero dado sao 50°, 180° — 30° = 150°, «a e

180° — 40° = 140°. Como a soma dos angulos internos de um quadrilatero é 360°,
temos 50° 4+ 150° + « + 140° = 360°, donde o = 20°.

55. Soma de distdncias — A opgao correta é (e).

Temos |z — x| =3,7—(=1) =4,7e |w— 2| =9,3 — (—1) = 10,3. Logo,

|z — x| + |w— 2| =4,74 10,3 = 15.

56. Espiral do Artur — A opgao correta é (d).

A figura mostra que a “espiral” é constituida por segmentos cujos comprimentos for-
mam uma sequéncia finita da forma 1,1,2,2,3,3,4,4,...,n,n (se os dois ultimos seg-
mentos da espiral tém o mesmo comprimento) ou, entdo, da forma 1,1,2,2,3,3,4,4, ...,
n,n,n+ 1 (se os dois ultimos segmentos da espiral tém comprimentos diferentes).

: 4 cm :
2 : 5 _
A 5 4 ¢m g i
- - -
i 2cm x : A
<+ : . 2cm
Y T T A i
7'y T
Jl2cm] |4 cm 5cm : 2cmf |4 cm
h . 3 D
'% cm| |1 cml P em | c”:' i
H . 4w 0. St e—" Rl
< ! i P
< .
flem : vi A \ S
v i : L A i >
—p ! 3 3
: : ! ! v om
"3cm !

A soma dos k primeiros numeros naturais é dada por

k(k+1)

L2434+ Fk=——
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o7.

58.

99.

e o comprimento total da espiral é 4 m = 400 cm. Portanto,

" n(n+ 1)

5 =14+14+24+24+3+3+---+n+n=400

ou, entao,

5 n(n+1)

5 +n+1=14+14+242+---4+n+n+n+1=400,

de modo que n(n + 1) =400 ou (n + 1)% = 400.

Entretanto, nao existem dois nimeros naturais consecutivos cujo produto seja 400,
isto ¢, a equagao n(n + 1) = 400 nao tem solugdo. Assim, (n + 1)? = 400, de modo
que n + 1 = 20. Portanto, o dltimo segmento da espiral tem 20 cm e o peniltimo
19 ecm. Os comprimentos dos segmentos da espiral formam a sequéncia de niameros
1,1,2,2,3,3,4,4,...,19,19,20. Assim, sao 19 x 2 + 1 = 39 segmentos. Como sete ja
foram tracados, falta tragar 32.

Quais sao os dngulos? — A opgao correta é (d).

Temos BCA = DAC =y (angulos alternos internos) e BDA=CBD =y (simetria).
Seja O o ponto de intersecao das duas diagonais.

Tragando o segmento M N paralelo aos lados AD e BC A D

do retangulo, obtemos CON = BCA = y e NOD = g

BDA = y. Logo, M N
z=COD=CON +NOD = 2y. B c

Raiz menor — A equagao ja foi dada na forma fatorada a(x — m)(z —n) = 0, logo
suas raizes sdo m = 3v5 e n = 5v/3. Devemos apenas decidir qual delas é a maior.
Isso pode ser feito de duas maneiras, pelo menos.

Podemos elevar m e n ao quadrado, obtendo m? =9 x5 =45 e n? =25x 3 =T5.

Como 45 < 75, resulta que 3v/5 =m = V45 < /75 <n =5V3.
Também podemos observar que v/5 < 2,3 e 1,7 < /3, portanto,
m<3x23=69<85=5x17<n.

35 6,9 8,5 53

\4

Comparando dreas — A opgao correta é (c).
. L . : 4
Os raios dos trés discos menores sao 1, 2 e 2 e o do disco ~
maior é 3. Denotemos por b a drea em branco. Entao A area do
disco de
v=1lr+4dn+4mr =97 —b raio
r e jz'r,2

ew =97 —b, ou seja, v =w.
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60. Menor raiz — A opgao correta ¢ (b).

e 12 Caso: x > 1. Nesse caso, x — 1 > 0 e, portanto, |x — 1| = x — 1. A equagao
dada toma a forma (z — 1)/2z? = 6, ou 622 — 2z + 1 = 0. Essa equagao nao tem
rafzes reais porque A = (—1)2 =4 x 6 x 1 = 1 — 24 é negativo. Logo, ndo temos
solugoes x maiores do que ou iguais a 1.

e 22 Caso: = < 1. Nesse caso, z — 1 < 0 e, portanto, |[x — 1| = —(z —1) =1 — x.
A equagao dada toma a forma (1 — z)/2? = 6, ou 62% + x — 1 = 0. Essa equagao
tem as raizes

—1+/1-4x6x(-1) —-1£+25 —145

xr =

2x6 12 12 7
. 1 1
ouseja, r=——-exr=—.
2 3
Com base nesses dois casos, concluimos que nossa equacao tem apenas duas solugoes,
1 1 1
—5 e 3" Logo, a menor solugao da equacao é —5

61. Toalha redonda — A opgao correta é (d).

Para que a toalha cubra inteiramente a mesa e que tenha o menor di-
ametro possivel, o quadrado deve estar inscrito no circulo. A diagonal

d
do quadrado ¢ o diametro do circulo, logo, pelo Teorema de Pitagoras,
temos d? = 12 4 12, ou seja, d = /2.
62. Solugodes reais — A opgao correta é (c). L
A . . (A= -
Para que um produto de trés fatores seja negativo, devemos ()= =
ter dois fatores positivos e um fator negativo, ou os trés ne- ) (+)= -
gativos. As possibilidades sao as seguintes. [y g

1) (z—1)(z—2)(z—3).
—— N — ——

+ + - F’
Isso equivale a = > 1,2 > 2 e x < 3, ou seja, )\ "
2 <x<3. [0 Tl

2) (x—1)(x—2)(x—3).

Isso equivale a x > 1,2 < 2 e x > 3, 0 que nao é | — —

possivel. Logo, nao pode ocorrer esse caso.

3) (x—1)(x—2)(z—3). )

wile b o < 1 : I~ E%
Isso equivale a ¢ < 1,2 > 2 e x > 3, o que nao ¢ — ¢
possivel. Logo, nao pode ocorrer esse caso. ]I|
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63.

64.

65.

66.

4) (x—1)(x —2)(x —3).
—— N — ——

— +—

Isso equivale a v < 1,2 < 2 e x < 3, ou seja,

h >
— >

< 1.
! ]

Logo, os tnicos reais z satisfazendo (r — 1)(z — 2)(z — 3) < 0 s@o os reais z tais que
x <1lou2<z< 3. Assim, a unido de intervalos (0,1) U (2,3) é o conjunto formado
por todos os reais positivos de z tais que (z — 1)(z — 2)(z — 3) < 0.

Cossenos crescentes — De acordo com a definigao de cosseno, temos
cos25° = 1/(OM), cos41® = 1/(ON) e cosb8 = 1/(OB). Na figura, vemos que
OM < ON < OB. Logo, cos b8° < cos41° < cos 25°.

Central teleféonica — A opgao correta ¢ (e).

Existem dois tipos de ramais que podem estar sendo usados. Temos os ramais com

e os dois algarismos iguais (00, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88 e 99), num total 10, e
0s com

e os dois algarismos distintos. Nesse caso, temos 10 x 9 = 90 nimeros, e metade
deles podem ser usados.

Logo, o maior ntimero possivel de ramais em uso é 10 4+ 45 = 55.

Hordrio de aviao — Seja d a distancia entre as duas cidades e seja h o horario de
partida comum do 6nibus, do trem e do aviao. Como distancia = velocidade x tempo,
temos d = 100x (20—h) e d = 300 x (14—h). Logo, 100x (20—h) = 300x (14—h), donde
h = 11. Portanto, a distancia entre as duas cidades é d = 100 x (20 — 11) = 900 km.
Assim, o aviao gasta 1 hora da cidade A a cidade B e, portanto, o aviao chega as 12
horas.

Discos de papelao — A opgao correta é (c).

Lembre que a area de um circulo de raio r é wr?. Se r é o raio dos circulos da figura,
entao a area nao aproveitada ¢ a area do quadrado, que é dada por 10 x 10 = 100 c¢m?,
menos a soma das areas dos nove circulos, que ¢ 9 x 772 cm?. Ocorre que o raio de
cada circulo é r = 5/3 cm, ja que os diametros de trés desses circulos somam um lado
de 10 cm da folha de papelao. Assim, a area nao aproveitada é dada por

5 2
100 — 9 x 7 X (§> — 100 — 25 7.

Usando a aproximacao m ~ 3,14, resulta que a area nao aproveitada mede

100 — 257 ~ 100 — 25 x 3,14 = 21,5 cm?.
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67. Afirmacoes absolutas J
(a) | —108| = 108 > 100, verdadeira. o 82 46 5]
(b) 2—=9|=|—7=7=9— 2, verdadeira. ‘ lxsex<0
(¢) | —6al =| — 6] x |a|] = 6a|, verdadeira. "
(d) [5—13|=| -8 =8# —8=5—13=|5| — |13], falsa.

(e) |a® + 5| = a® + 5, verdadeira, pois a® + 5 > 0, para qualquer valor de a.
68. Fragao radical — A opgao correta é (e).

Elevando ao quadrado ambos os membros de ﬁ = 5, obtemos L 25. Assim,
Y

r+y

1 z+y 1 (x y) (x ) 1
=—-X =—X[|—F+=)==x|—-741)==x(25+1) =13.
2y 2 x 2 y+y y+ 2 (25+1)

69. Area de tridngulo — A opcio correta ¢ (d).

Os triangulos ATKR e AGRS sao proporcionais por serem tridngulos retangulos

GS
com um angulo agudo igual. Logo, temos K - TR Como GS = TK, segue que
(TK)?=RS x TR =2 x 6 =12, ou seja, TK = 2+/3. Também

KG=TR+RS=6+2=28.

Assim, a area do triangulo AKGR mede

70. Pares de inteiros — A opgao correta ¢ (c).

Temos

13_a+% P @b+ 1) xa  a

Tip Hab ™ (Ttab)xb b

a

Logo, a = 13b. Como a + b < 100, segue que 14 b < 100 e, portanto, b < 7,14. Como b
¢é inteiro, devemos ter b < 7. Logo, os pares sao em nimero de sete, a saber,

(13,1),(26,2), (39,3), (52,4), (65,5), (78,6) e (91, 7).

71. Qual é a soma? — A opgao correta é (c).

12 Caso: Se z <0, entdo |x| = —z e, pela primeira equagao, temos = + (—x) +y = 5,
ou seja, y = 5. Substituindo esse valor na segunda equagao, obtemos z = 6, o que nao
é possivel, pois estamos supondo z < 0. Logo, nao ha solugao nesse caso x < 0.

22 Caso: Se y > 0, entdo |y| = y e, pela segunda equagao, temos

r+y—y=06,
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ou seja, r = 6. Substituindo esse valor na primeira equagao, obtemos y = —7, o que
nao & possivel, pois estamos supondo y > 0.

3° Caso: Sexz > 0ey <0, entdo |z| = x e |y| = —y. Pela primeira equagao temos
2z 4y =5 e, pela segunda, x — 2y = 6. Multiplicando 2z +y = 5 por 2 e somando com
x — 2y = 6, obtemos 5z = 16, de modo que = = 16/5 e segue que y =5 — 2z = —7/5.
Assim, z +y = 9/5.

72. Circulo intermedidrio — A opgao correta é (a).

A area do maior circulo ¢ 1327 = 1697 e a do menor ¢ 521 = 257, que também é a
area do maior anel. Seja r o raio do circulo intermediario. Entao, a area do maior anel
¢ 1697 — w12, Logo, 1697 — wr? = 257, ou seja, mr? = 1697 — 257 = 144 7, donde
r?=144er =12 cm.

73. Fragoes incompletas

(a) Observe que 21 x 6 = 126. Portanto, o numerador 21 foi multiplicado por 6 para
obter o numerador 126 do primeiro quociente. Logo, o denominador _ _ também
foi multiplicado por 6 para dar o denominador 8_ do primeiro quociente. O tinico
numero da forma 8 que é divisivel por 6 é 84, e 84 = 6 = 18. Podemos, entao,
completar as fragoes, obtendo

126 21 x6 1

84 18x6 18

(b) Temos 4/5 = 0,8 e queremos ter __8 = 0,8 x 33_. Observe que 33_ deve ser
miltiplo de 5, portanto, s6 pode ser 330 ou 335. Entretanto,

0,8 x 330 = 264 # _ _8.

Assim, 33_ = 335, com 335 =5 x 67, e __8 =268 =4 x 67. Logo, sb existe uma
maneira de completar a fragao,

268 26867 4

335 335=67 5

74. Tridgngulos impossiveis

e Figura 1: Nao esta correta, porque a soma dos angulos internos do triangulo nao
¢ 180°. De fato, 74 + 42 4+ 42 = 158 < 180.

e Figura 2: Nao estd correta, porque o comprimento dos lados nao satisfaz o Teo-
rema de Pitdgoras: 182 = 324 # 369 = 144 + 225 = 122 + 152. Logo, o triangulo
nao pode ser retangulo.

e Figura 3: Nao estd correta, porque um dos lados de um triangulo nao pode ser
menor do que a soma dos outros dois: 15 > 6 + 8.
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75.

76.

Razao de dreas — A opgao correta ¢ (b).

Como o arco de 60° do circulo I tem 0 mesmo comprimento que o arco de 45° no circulo
II, concluimos que o raio do circulo I ¢ menor do que o do circulo II. Denotemos por r
e R os raios dos circulos I e II, respectivamente.

No circulo I, o comprimento do arco de 60° é igual a 1/6
de seu comprimento, ou seja 27 /6. Analogamente, no
circulo II, o comprimento do arco de 45° é igual a 1/8
de seu comprimento, ou seja, 2w R/8. Logo, 27r/6 =
271 R/8, ou seja, /R = 6/8 = 3/4. Finalmente, temos
area do circulo I mr? ( r )2 (3) 29
R

16

4

area do circulo IT 7 R?

Inequacao errada — A opgao correta é (c).

Nessa questao usaremos as propriedades de desigualdades seguintes. Podemos somar
o0 mesmo numero a ambos os membros de uma desigualdade sem alterar seu sentido.
Podemos multiplicar ambos os membros de uma desigualdade por um nimero positivo
sem alterar seu sentido. Assim,

x4+ z > y+ z (somando z qualquer a ambos os lados)

roYy= { xz > yz (muliplicando por z > 0 em ambos os lados)

Logo, (a) e (b) estao corretas, pois foi somado z e —z a ambos os membros, bem
como (d) e (e), pois ambos os membros foram multiplicados por 1/2% e 2%, ambos
positivos, ja que z # 0. A opcao (c) é falsa, porque z pode ser negativo. Por exemplo,
sex =050,y=3¢e z=—2, temos 5 > 3 e, no entanto,

bhx2=—-10<—-6=3x(-2).

~ ——

Tz yz

77. Equacoes geométricas

(a) |x — 5] = 2 significa que a distancia de = a 5 é 2. Logo, as raizes sao 3 e 7.

1 1
>

4 3 2

(¢) Denotando y = 3z, a equagdo toma a forma |y — 7| = 9, o que equivale a dizer
que a distancia de y a 7 ¢ 9. Logo, as raizes sao —2 e 16. Como y = 3x, temos

3r = —2 e 3xz = 16, de modo que as raizes da equacgao original sao x = —% e
r=18
9 9
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78.

79.

80.

(d) As raizes da equagao |r + 2| = |z — 5| s@o os nimeros equidistantes de —2 e de
5. No entanto, s6 pode haver um tinico ntimero equidistante de dois outros, e que
fica no meio do caminho entre os dois. Como a distancia de 5 a —2 é 7, o ponto
equidistante deve distar 3,5 de —2 e de 7. Logo, a solugao é x = 1,5.

35 35
—>—>
2 15 5 '
2 1o

7

Pista circular — A opgao correta é (c).

Vamos marcar os quatro pontos a partir de A. Como a pista
mede 20 km, o comprimento de cada um dos quatro qua-
drantes é 5 km e podemos, entao, marcar os pontos. Como
367 = 18 x20+7, o carro deu 18 voltas completas e percorreu
mais 7 km a partir de A. Logo, ele passa 2 km de B e para a

1 km de C. Portanto, C é o ponto mais proximo.

N

5
A
E

D\S/

Maior comprimento — A opgao correta é (e).

Note que

e AE ¢ a hipotenusa de um tridngulo de catetos com 5 cm e 9 cm;
e CF ¢é a hipotenusa de um triangulo de catetos com 2 cm e 4 cm;
e AC é a hipotenusa de um tridngulo de catetos com 3 cm e 4 cm;
e D ¢ a hipotenusa de um triangulo de catetos com 2 cm e 9 cm;

e CE ¢ a hipotenusa de um triangulo de catetos com 2 cm e 5 cm.

Usando o Teorema de Pitdgoras calculamos essas hipotenusas.

AE = /52492 = /106 ~ 10,3
CF = V22 + 42 = /20 =~ 4,47
CF =32+ 42=25=5
FD = V22 + 92 = /85 ~ 9,22
CE = V22 + 52 = /29 ~ 5,39
Como CD = 5 cm, obtemos AE ~ 10,3, CD + CF =~ 5 + 447 = 947,

AC + CF = 5 + 4,47 = 947, FD =~ 9,22 e AC + CE ~ 5 + 5,39 = 10,39. Logo,
o maior segmento ¢ AC + CE, que mede 10,39 cm.

Destgualdade entre inteiros — A opgao correta ¢ (d).
1 2
Se —3x? < —14, entdo 322 > 14, ou 2% > - 14 = 45. Como estamos olhando apenas

. 2
para valores inteiros de z, entao x? também é inteiro. Sendo x? > 45, concluimos que

22 ¢, no minimo, 5. Dentre os niimeros —5, —4, —3, —2, —1,0, 1,2, 3 somente quatro,

a saber, —5, —4, —3 e 3 satisfazem 2% > 5.
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81.

82.

83.

84.

Equagao cubica — A opgao correta é (d).

Observe que o polinémio ctbico dado é igual a x(2 00722 + 2006z + 2 005), portanto,
x = 0 é uma solugao da equacdo dada e a opgao (a) fica descartada. Como a equagao é
cibica e x = 0 é uma solugao, a opgao (e) fica descartada. Agora, para ver se a equagao
dada tem uma, duas ou trés solugoes, s6 precisamos ver se a equagao de segundo grau
200722 4+ 20062 + 2005 = 0 nao tem solucdo, ou tem uma ou tem duas solucoes. Mas
o discriminante dessa equacgao é

A =2006% — 4 x 2007 x 2005 = 2006% — 4(2006 + 1)(2006 — 1)
= 2006% — 4(2006% — 1) = —3 x 2006 + 4 < 0,

de modo que essa equacgao nao possui raizes reais. Assim, a equacao inicial tem uma
Uinica raiz real.

Observagao: Uma outra maneira (e mais simples) de mostrar que A < 0 é observar
que 2006 < 2007 e 2006 < 4 x 2005, portanto,

2006 x 2006 < 4 x 2005 x 2007 e 2006* — 4 x 2005 x 2007 < 0.

O perfume de Rosa — O volume de um cilindro é o produto da area da base pela
altura. Como o raio da base mede 7 cm, a area da base é ™ x 72 e, entao, o volume do

vidro é 4
7 x 7% x 10 cm® = 4907 cm?® = 490m dm?® = 0,49 7 litros,
1000
lembrando que 1000 cm?® = 1 dm? = 1 litro. Depois de duas semanas, restaram 0,45
litros de perfume, de modo que ela gastou (0,49 m —0,45) litros. Portanto, a fragao que

representa o volume gasto é

volume gasto 0,497 — 0,45 497 —45
volume total 0,497 497

Igualdade com inteiros — Como 2" = m? —1 = (m + 1)(m — 1), estabelecemos que
m — 1 e m+ 1 sdo poténcias de 2. Como a diferenca de m +1 e m — 1 é 2, a tinica
solucao possivel ¢ m —1 =2em+ 1 = 22 donde m = 3. Assim, 2" +1 =32 =9 ¢
obtemos n = 3. A resposta é m =n = 3.

O caminho da pulga — No primeiro pulo, a pulga percorre 10 x (%
pulo, ela percorre 10 x (%)2 m, e assim por diante. Depois de 7 pulos, a pulga tera
percorrido

1 1\2 1\3 1\4 1\5 1\6 N
02+02+02+02+02+02+02
- 2 2 2 2 2 2 2

26425 4944934924241 127
=10 x — ~9.9.
X o7 0 x 198 9,9

Logo, em 7 dias, ela tera percorrido, aproximadamente 9,9 m. Em geral, depois de n
dias, a pulga tera percorrido

) m, no segundo

=10

1 1
10(— 4+ 2—n) metros.
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85.

Para calcular a soma acima, note que % + ...+ L é a soma dos n termos de uma

2n
progressao geométrica cujo primeiro termo ¢ a; = 1/2 e cuja razao é ¢ = 1/2. A

férmula para essa soma é

S Ca(l—g")  1/2(1—1/27) 1
" 1—-q 1-1/2 = 2n
Assim,
oLy 2 —10(1 1)—10 10
2 on | on) on
Tomando n = 10, obtemos
10 10 1023
0= g1 =10 70g = 10X 94 999

Portanto, ao final do décimo dia, a pulga terd percorrido, aproximadamente, 9,99
metros.

A pulga estara a menos de 0,001 m do final do caminho quando ela ja tiver percorrido,
pelo menos, 9,999 = 10 — 0,001 metros, ou seja, quando

10
10 — 5 > 10— 0,0001,

o que equivale a 0,001 > 10/2™, ou 2" > 10/0,001 = 10 000.

Agora, 213 = 210 x 23 = 1024 x 8 = 8192 < 10000 < 16384 = 2!, de modo que
devemos tomar n = 14 e a pulga estarda a menos do que 0,001 m do final do caminho
a partir do décimo quarto dia.

Uma soma alternada — A opgao correta ¢ (d).

A expressao (—1)"*! na defini¢ao de S, tem valor 1 se n for par e tem valor —1 se n
for fmpar.

Solugcao 1: Associando parcelas consecutivas duas a duas, obtemos uma soma de
varias parcelas iguais a —1: (1 —2)+ (3—4)+ (5—6) +--- . Logo,

Sroge = (1—2)+ (3—4) 4+ (1991 — 1992) = (—1) x 996 = —996

J

—~
1992+-2=996 parcelas

Sroes = (1 —2) 4 (3—4) + -+ (1991 — 1992) + 1993 = —996 + 1993 = 997.

Assim, Sl 992 + Sl 193 — —996 + 997 = 1.

Solugao 2: Como

Son=1—-2)+B=4)+(—-6)+-+ [20— (20 +1)],

n parcelas iguais a —1

obtemos Sy, = —n e Sg,1 = Sap+(2n+1) = —n+2n+1 = n+1. Assim, Sy, + S 41 =
1.
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86.

87.

88.

89.

90.

O raio da circunferéncia — A opcao correta ¢ (c).

~ . - . m .
Solugao 1: Se o raio é r, entao o comprimento de um arco de 6 graus é %«9 r. Assim,
no problema dado, temos que

27 57
2 = — = —
000 m 260 300r 3 T,

portanto r = 2000 x (3/57) ~ 382,17 m.

Solugao 2: Como a circunferéncia tem 360°, um arco de 300° representa 5/6 da circun-
feréncia, portanto, seu comprimento de 2 km é 5/6 do comprimento da circunferéncia,
isto é, (5/6) x 27 r = 2000 m, portanto

~2000%x6 1200

r = ~ 382,17 m.
107 s

Quatro passageiros — O passageiro que quer ficar na janela tem trés possiveis lugares
para se sentar, o seguinte pode-se sentar em qualquer lugar livre, tendo, portanto, trés
possiveis lugares; o seguinte tem dois possiveis lugares e o tltimo nao tem escolha.
Concluimos que o numero dessas formas de se sentar é 3 x 3 x 2 = 18.

Os cinco circulos — Observemos que qualquer linha que passe pelo centro O do
quadrado ABCD, divide a area formada pelos circulos Cq, Co, C3 e C4 pela metade.
Por outro lado, qualquer linha reta que passe pelo centro F' do circulo Cs, divide a area
desse circulo pela metade. Assim, a reta procurada é a reta FO.

Cl C2

C4 C3

O triangulo e o quadrado — As diagonais do quadrado ABCD B c
dividem o quadrado em 4 triangulos iguais, portanto, a area do
triangulo A BCE mede uma quarta parte da area do quadrado, ou E
seja,

1+4=0,25 cm? A D

Como o comprimento de BF ¢é a metade de BE e C'E é a altura comum as bases BF
e BE, concluimos que a éarea do triangulo AC' BF necessariamente é a metade da area
do triangulo ACBE. Assim, a éarea do triangulo ACBF ¢ 0,125 cm?.

Uma refeicao — Se S corresponde ao nimero de sanduiches e P ao ntumero de pratos
de refei¢ao, entao 5S + 7P = 90 e, portanto,

90 — 55 18-S
——— =5 X .

P =
7 7
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91.

92.

Como queremos solugoes inteiras nao-negativas P e (), vemos que 7 deve dividir 18— 5.
Assim, S s6 pode ser 4, 11 ou 18 e, nesses casos, P é igual a 10, 5 ou 0, respectivamente.
Portanto, temos somente trés formas de fazer a compra sem receber troco, a saber, 4
sanduiches e 10 pratos, 11 sanduiches e 5 pratos, ou 18 sanduiches e nenhum prato.

Plano Cartesiano — Somando 1 a abscissa a do ponto Y
P = (a,b) transladamos esse ponto uma unidade para ... [... .P ..... Lol
a direita, trocando a por —a refletimos esse ponto pelo _ o
eixo y e dividindo a por 2, transladamos esse ponto & = 7 e
metade de sua distancia do eixo z. Analogamente, tro- S

car a ordenada b de P por b — 1, ou b — 2, translada T2 -1 o 1 =z 3 .

P uma ou duas unidades para baixo, trocar b por —b
reflete o ponto pelo eixo # e trocar b por b/2 trans- ool
lada P para o ponto a metade de sua distancia do . Ce. . | ST
eixo y. A figura mostra P junto com os quatro pontos o o
A= (a+1,0/2), B = (a/2,b—-1),C = (—a,—b) e

D = (1 —a,b—2) no plano cartesiano.

Soma dos terminados em 9 — A soma das k primeiras parcelas de uma progressao
aritmética ¢ dada por Sy, = 3 (a1 +ax) k, em que a; € a;, = a; + (k — 1) r sdo o primeiro
e ultimo termos, respectivamente, e r é a razao. Por exemplo, temos

1+2+3+---+(n—1):%[1+(n—1)}(n—1):%n(n—l).

A soma dada é a de uma progressao aritmética de n parcelas com primeiro termo
a; =9 e razao r = 10, de modo que temos a, =9 + (n — 1) 10 e, portanto,

1
Sn=§[9+9+(n—1)10]”:9n+(n—1)5n=5n2+4n-

Como queremos S,, > 10°, precisamos encontrar o menor inteiro positivo n tal que
5n% + 4n > 10° ou, equivalentemente, 5n2 + 4n — 10° > 0. Para isso, resolvemos a,
equacao de segundo grau 52 + 4z — 10° = 0, obtendo as solucoes

_ —44++/16 420 x 10
N 10 ’

T

e a raiz positiva r; = 1—10 [ —44+/2000 016} ~ 141,02. Como 52% + 4z — 10° é positivo
fora das raizes, por ter coeficiente dominante 5 > 0, resulta que n = 142 é o menor
inteiro positivo n para o qual S,, é maior do que 10°.

93. Trés cilindros — O volume de um cilindro de raio R e altura h é dado por m R?h.

(a) Os trés volumes sdo V3 = 7 x 10> = 10007, Vo = 7 x 52 x 10 = 2507 e V3 =
7 x 52 x 20 = 500 7, portanto, V; > V5 > V5.

(b) Como os cilindros V5 e V3 tém o mesmo raio, basta manter o raio do cilindro em

5 cm e a altura entre 10 e 20 cm; por exemplo, h = 15 cm. Nesse caso, o volume

V, do novo cilindro é 7 x 5% x 15 = 3757 cm?.
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94.

95.

96.

97.

(c) Para construir um cilindro de volume Vs entre V] e V3, podemos tomar a menor
das duas alturas, que é 10 cm, e diminuir o raio do cilindro de maior volume de

10 para 8 cm, obtendo um cilindro de volume V5 = 7 x 82 x 10 = 640 7 cm?.

Porcentagem de mortalidade — A opgao correta ¢ (a).

A proporcao de toda a populagao que fica doente da enfermidade é 100 e, entre os que
ficam doentes, a propor¢ao dos que morrem é 100" Assim, a proporcao da populacao
la d o 10 X ; d
ue morre pela doenga ¢ — X ——, 0 que corresponde a
b P %700 * 100" 71 P

15x8 120 12
1002 10000 100

=1,2%.

Agenda de aulas — Se a aula da manha é segunda ou sexta (em qualquer um dos trés
horérios), entao o dia da aula de tarde pode ser escolhido de trés formas diferentes (em
qualquer um dos dois horérios), portanto, temos 2 x 3 x 3 x 2 = 36 formas diferentes
de escolher o horario. No caso em que a aula de manha seja no sdbado, o dia da aula
da tarde pode ser qualquer dia de segunda a quinta, portanto, temos 3 x 4 x 2 = 24
possiveis formas de escolher o horario. Por ultimo, se a aula da manha é terca, quarta
ou quinta, entao a aula da tarde s6 pode ser escolhida de duas formas, portanto, temos
3x 3 x2x2 =36 formas de escolher o horario. Assim, Eliane pode escolher seu horério
de 36 + 24 + 36 = 96 formas distintas.

Jogo de Cartas — A estratégia abaixo permite realizar o jogo com 17 movimentos.
Em cada movimento, o primeiro niimero indica a pilha da qual a carta ¢ tomada e o
segundo a pilha em que a carta é colocada. Por exemplo, o primeiro movimento é (1)
e 4 sobre 2 significa pegar a carta superior da pilha 4 e colocar sobre a pilha 2.

(1) 4 sobre 2 | (2) 4sobre3 | (3)4sobre2 | (4) 3sobred | (5) 3sobred | (6) 1 sobre 4
(7) 3sobre4 | (8) 1sobre3 | (9)1sobre4 | (10) 2 sobre 1 | (11) 2 sobre 4 | (12) 2 sobre 3
(13) 2 sobre 1 | (14) 2 sobre 1 | (15) 4 sobre 2 | (16) 4 sobre 2 | (17) 4 sobre 2

O movimento 2 também poderia ser 4 sobre 1, o movimento 4 poderia ser 1 sobre
4, o movimento 5 poderia ser 1 sobre 4, o movimento 6 poderia ser 3 sobre 4. Os
movimentos 4, 5 e 6 poderiam ser permutados em qualquer ordem. Teriamos, assim,
pelo menos, seis maneiras de realizar o jogo com 17 movimentos.

Esse jogo poderia ser realizado com um nimero menor de movimentos?

Fragoes inteiras — Como
2n? +4n+18  2[(n*+2n+1)+8] 1 16
= =—|2n+2+ 1)
n

3 3

3n+ 3 3 n+1
segue que a expressao entre parénteses deve ser um miltiplo

2n% + 4 18

de 3 e, em particular, n+ 1 deve dividir 16. Assim, n pode ser n n;——n;
1, 3, 7 ou 15. Pela tabela ao lado, em cada um desses quatro 1 1 j
casos, ou seja, para n igual a 1, 3, 7 ou 15, o quociente dado 3 1
resulta ser um namero inteiro. 7 6
15 11
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Quatro prefeitos e um circulo — O ntimero de rodovias é igual ao nimero de
pontos que podem ser o centro de um circulo (rodovia) que seja equidistante de quatro
pontos (cidades) dados. Como nenhum circulo passa pelos quatro pontos dados, se
algum circulo for equidistante dos quatro pontos, esse circulo nao pode deixar todos os
quatro pontos do lado de dentro ou todos do lado de fora, de modo que deve dividir o
conjunto dos quatro pontos em dois, sem passar por algum deles. Assim, s6 podemos
ter trés tipos de configuracao, de acordo com o nimero de pontos dentro e fora do
circulo. No primeiro, o circulo equidistante deixa trés pontos dentro e um fora; no
segundo, dois dentro e dois fora e, no terceiro, um dentro e dois fora.

Nas figuras abaixo estao ilustrados os dois primeiros tipos, em que o circulo continuo
é o equidistante.

Na primeira figura, o centro do circulo equidistante coincide com o centro do circulo
circunscrito ao triangulo formado pelos trés pontos internos. Essa mesma configuragao
ocorre no terceiro tipo, em que o centro do circulo equidistante coincide com o centro
do circulo circunscrito ao triangulo formado pelos trés pontos externos. Assim, nesses
dois tipos, o nimero de circulos equidistantes é igual ao ntimero de triangulos que
podemos formar com trés dentre os quatro pontos, ou seja, quatro.

Na segunda figura, o centro do circulo equidistante esta na mediatriz dos dois pontos
internos e, também, na mediatriz dos dois pontos externos. Assim, nesse tipo, o nimero
de circulos equidistantes é igual ao niimero de maneiras de dividir o conjunto de quatro
pontos em dois conjuntos de dois pontos cada um, ou seja, trés.

Logo, o nimero possivel de projetos de rodovias circulares equidistantes das quatro
cidades ¢ 4+ 3 =17.

Fatoriais — Queremos abc = a! + bl + ¢! com algarismos 0 < a,b,¢ < 9. Como
0l=11=1,2 =2, 3 =6 e 4! =24, algum dos algarismos a,b ou ¢ deve ser maior
do que 4, pois 0! + 1! + 2! 4+ 3! + 4! = 34 s6 tem dois digitos. Se algum dos algarismos
a,b ou ¢ for maior do que ou igual a 6, teremos abc = a! + b! + ¢! > 6! = 720,
o que acarreta que algum dos algarismos a,b ou c é, pelo menos, igual a 7; mas
entao abc = al + b + ¢! > 7! = 5040 tem, pelo menos, quatro digitos, o que é uma
impossibilidade.

Assim, algum dentre a,b e ¢ é igual a 5 e os demais sao menores do que 5. O menor
namero possivel é 5! + 11 4+ 0! = 120 + 1 4+ 1 = 122 e o maior namero possivel é
543!+ 4! = 120+ 6 4 24 = 150. Logo, o algarismo a das centenas é 1. Se o algarismo
b das dezenas for 5, entao ¢ < 4 e

D4+bl4+el=14+1204+c! =121+ ¢! <121 + 4! =121 4+ 24 = 145 # 15¢.
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Se o algarismo b das dezenas for 0, 2 ou 3, entao b! é igual a 1, 2 ou 6 e, como
necessariamente ¢ = 5, temos que 1! 4+ bl + 5! = 1 + b! + 120 = 121 + b! é igual a 122,
123 ou 127, todos diferentes de 1b5. Resta apenas a opcao b = 4 e ¢ = 5. Nesse caso,
efetivamente 1! 4+ 4! + 5! = 1 4 24 4+ 120 = 145, como queriamos. Os trés nimeros
inteiros sao a = 1,b=4¢e c=5.

O Riquinho — Os 1000 reais de Riquinho foram repartidos em parcelas crescentes a
partir de 1, de modo que 1 4+2+3+---+n <1000. Como 1+2+3+---+n é asoma
dos n primeiros nimeros inteiros a partir de 1, temos 1 +2+3+---+n = %(1 +n)n.
Assim, queremos encontrar o maior n tal que %(1 +n)n=1424+3+---4+n <1000,
ou seja, tal que n? +n — 2000 < 0.

Como n? + n — 2000 é igual a —2000 para n = 0 e o coeficiente dominante desse
polindémio ¢ 1 > 0, sabemos que os valores de n? + n — 2000 sdo negativos para todo
n entre 0 e a raiz positiva do polinémio quadratico z? + = — 2000. Pela férmula de
Bhaskara, a raiz positiva é dada por

-1+ 4148000
Tr =
2

~ 44,22,

portanto n? +n > 2000 para n > 45. Assim, Riquinho distribuiu apenas 44 parcelas.
Como Bernardo recebeu a segunda parcela, a quinta parcela (5 = 2+3), a oitava parcela
(8 =2+2x 3), e assim por diante, também recebeu a tltima, ja que 44 = 2 + 14 x 3,
num total de

1
2+5+8+11+-~-+44:§(44+2)><15:23><15:345reais.

Observagao: Depois de distribuir as 44 parcelas, ainda sobram
1
1000 — 5(44 x 45) = 1000 — 990 = 10
dos 1000 reais de Riquinho.

Retdngulo com dimensoes inteiras — Sejam a e b os comprimentos dos lados do
retangulo. Supondo a < b, temos b* < a? + b* < 2%, pois a? < b?. As diagonais do
retangulo medem +/1 993, portanto, pelo Teorema de Pitagoras, a®+b% = 1993. Assim,
b? < 1993 < 2b?, ou seja, 996,5 < b% < 1993. Assim,

31 < 4/996,5 <b< V1993 < 45.

Como b é um numero inteiro, 32 < b < 44. Além disso, a < b e, como a também é um
ntimero inteiro, 1993 — b? = a? deve ser um quadrado perfeito.

Para calcular os valores de a?> = 1993 — b?, com b variando de 32 a 44, calculamos
primeiro 1993 — 322 = 969 e observamos que
1993 — 33 = 1993 — (32 4+ 1)* = (1993 — 32%) — (2 x 32+ 1)
= 969 — 65 = 904

e, em geral, 1993 — (n + 1) = (1993 — n?) — (2n + 1). Desse modo, & facil obter a
tabela seguinte.
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(bla [o[a[b]aflo]a[[b]a®[[b[a®]b]d]
32 ] 960 || 33 | 904 || 34 | 837 || 35 | 768 || 36 | 697 || 37 | 624 || 38 | 549
39 [ 472 40 | 393 | 41 | 312 || 42 | 229 || 43 | 144 | 44 | o7

Como 144 é o tnico quadrado perfeito da lista, a tinica solucao é um retangulo de lados
medindo 43 e 12 cm.

Muiltiplos de 3 e quadrados perfeitos — Escrevendo a para um nimero qualquer
da lista, sabemos que a é um multiplo de 3 e que a + 1 é um quadrado perfeito, ou
seja, a + 1 = k?, para algum inteiro positivo k. Assim, a = k> — 1 = (k — 1)(k + 1).

Como a ¢ divisivel por 3, entao ou k + 1 ou k — 1 é divisivel por 3. Logo, k£ s6 nao
pode ser divisivel por 3 e, portanto, a cada trés inteiros k consecutivos (comegando em
2), dois deles fornecem um numero da lista: de fato, k =2 =1 x 3 — 1 d4 o primeiro
nimero a = 2> —1 =3 dalista; k=4 =1x3+1dada=4>—1= 15, que é o segundo;
k=5=2x3-1daa=05%—1=24, que é o terceiro; k =7 =2 x 3+ 1 d4 o quarto
a = T*—1 =48, e assim por diante. Em geral, uma posicao par 2n da lista é dada
por k =n x 3+ 1, portanto a 2 0062 posicao par é dada por £k = 1003 x 3+ 1 = 3010.
Assim, o multiplo de 3 na 20062 posicao da lista ¢ a = 3010% — 1 = 9060 099.

Cinco cartas — Simone nao precisa virar a carta que tem o nimero 2 porque o outro
lado, vogal ou consoante, de qualquer forma cumpre a condi¢ao “Se uma carta tem
uma vogal numa face, entao ela tem um numero par na outra’.

2 3| M| |A] |E

Ela também nao precisa virar a carta com a letra M, ja que, do outro lado, o nimero
pode ser par ou impar que a condicao é satisfeita. Entretanto, a carta que tem o
numero 3 precisa ser virada para comprovar que do outro lado tem uma consoante,
bem como as cartas com as letras A e E, para comprovar que do outro lado o nimero
é par. Assim, Simone precisa virar somente 3 cartas.

O lucro de uma companhia — A opgao correta é (c).

Nos primeiros R$ 1000,00, a companhia tem lucro de 1000 x 6% = 60 reais e, para
os R$ 5000,00 restantes, tem lucro de 5000 x 5% = 250 reais. Logo, o lucro da
companhia nesse dia é de R$ 310,00.

Sequéncia triangular — Observe que o 212 termo é a soma de 21 nimeros consecuti-
vos. Para descobrir quais sao esses ntumeros, basta encontrar a primeira parcela do 212
termo que é a soma de 21 nimeros consecutivos. Observamos que, a partir do segundo
termo, a primeira parcela do

2°termo ¢2 = 1+1, ado
2+1+1, ado
4°termo é7 = 3+2+1+1, ado
44+3+2+1+4+1, ado
6% termo € 16 = 5+44+3+2+1+41,

32 termo ¢ 4

52 termo é 11
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e assim por diante. Portanto, podemos ver que a primeira parcela do 212 termo é

21 x 20

20419+ +3+2+1+1= +1=211

e que, portanto, o 212 termo é

1
211 + 212 +--- + 230 + 231 = 5(211+231) x 21 =221 x 21 = 4641.

O jardim octogonal — O comprimento total da cerca con-

siste na soma dos comprimentos dos contornos da roseira e do

jardim, ambos utilizando diagonais dos quadradinhos da fo-

lha quadriculada. O contorno da roseira é formado por quatro

diagonais e o do jardim por oito diagonais e oito lados.

Assim, o comprimento total da cerca é de oito lados e doze

diagonais de quadradinhos. Para descobrir o comprimento

das diagonais, basta descobrir o comprimento dos lados dos

quadradinhos. Para isso, utilizamos a informacao fornecida

relativamente a area do jardim.

Contando o niimero de quadradinhos do jardim, obtemos 24 quadradinhos inteiros
e oito metades, o que ¢ igual a 28 quadradinhos inteiros que representam 700 m?
de area. Desse modo, cada quadradinho mede 700 = 28 = 25 m? e, portanto, cada
lado de quadradinho representa 5 m. Pelo Teorema de Pitagoras, a diagonal de cada
quadradinho mede d = v/52+52 = 5v/2 m. Concluimos que o comprimento to-
tal da cerca é de 8 x 5 + 12 x 5v/2 = 40 + 60v/2 m. Como o prefeito dispoe de
R$ 650,00, cada metro dessa cerca pode custar, no maximo,

650 65 65 65
404+ 60v2 44+6v2 4+6x1,414 12,484

~ 5,21 reais.

Numero de caracteres — Na 12 linha escrevemos os nimeros de 1 a 9, cada um
seguido de um espago, o que ocupa 18 espagos; sobram 82 espagos. Cada ntmero de
dois algarismos mais um espago ocupa trés lugares na linha. Como 82 = 27 x 3 4 1,
completamos a 12 linha com 27 nimeros de dois algarismos, a partir do niimero 10.
Assim, o tltimo nimero da primeira linha é o 36 e sobra um espago. Denotando cada
espago entre nimeros por um trago, podemos representar a 12 linha como segue.

12linha: 1 -2-3-4-5-6-7-8-9-10—---—36 — —

18 81

Mas 100 = 33 x 3 4 1, portanto, podemos colocar 33 niimeros de dois algarismos na
segunda linha, cada um seguido de seu respectivo espaco, e no final da linha sobra um
espaco.
2% linha : 37 —-38 — .- — 69— —
99
Na 32 linha, colocamos os numeros de 70 a 99, ocupando 30 x3 = 90 espagos. Ocupamos
os dez espacos restantes com os dois primeiros numeros de trés algarismos, seguidos de
um espaco; no final da linha, sobram dois espagos.
3* linha: 70 -71 —---—99—100 — 101— ——

-~ -~

90 8
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A partir da quarta linha, podemos colocar, em cada linha, 1004 = 25 nimeros de trés
algarismos com seus respectivos espacos. De 102 a 999, inclusive, temos 999 —102+1 =
898 niimeros. Como 898 = 25 x 35+ 23, ocupamos 35 linhas, desde a 42 até a 382, com
esses numeros de trés algarismos e ainda restam 23 desses ntimeros, que colocamos na
392 linha, onde ocupam 23 x 4 = 92 espagos, restando oito espagos, que ocupamos com
1000, restando trés.

392 linha: 977 —---—999—1000— — — —
~ ~ N———

~~

92 5

A partir da 402 linha, podemos colocar, em cada linha, 100+5 = 20 nimeros de quatro
algarismos com seus respectivos espacos. Assim, nas 61 linhas restantes, podemos
colocar exatamente 61 x 20 = 1220 ntumeros de quatro algarismos. Comegando com
1001, terminamos a 1002 linha com o nimero 2 220.

A drvore de Emilia — Denotemos por g, o namero de galhos
da arvore depois de n semanas. Como s6 depois de duas semanas /
aparece um galho, go = 1. Na terceira semana esse galho produz um

novo galho, ou seja, g3 = 2. O ntimero de galhos em uma semana é
igual ao nimero de galhos que existiam na semana anterior, mais
os galhos novos.

Entretanto, pela regra fornecida, os galhos novos nascem dos galhos que tém pelo
menos duas semanas de idade, isto é, na semana n + 1 tem um galho novo para cada
galho que ja existia na semana n — 1. Assim, temos ¢, 11 = g, + g,_1, de modo que, a
partir de go = 1 e g3 = 2, obtemos

g = 2+1=3
Js 3+2=5
9o 5+3=28
gr = 8+5=13
gs = 13+8=21

No fim de oito semanas, a arvore de Emilia terd um total de 21 galhos.

Um teste vocacional

(a) De exatas temos 232 + 112 = 344 alunos e a probabilidade de escolher ao acaso

um de exatas ¢ —— = 0,344.
1000

(b) Do sexo masculino temos 232 + 116 + 207 = 555 alunos e a probabilidade de

116
escolher ao acaso um da area de humanas ¢ — = 0,209.

555
(c) De biologicas temos 207+ 180 = 387 alunos e a probabilidade de escolher ao acaso
um do sexo feminino ¢ 180 0,465
X — = :
387 ’

Dois setores circulares — Como 60° + 30° = 90°, segue que a area destacada repre-
senta um quarto da &rea total do circulo. Como a é&rea do circulo mede
20 cm?, a area destacada mede 5 cm?.
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Compra de televisores — Digamos que Maria tenha encomendado n televisores,
pagando R$ 1 994,00 por televisor. O total pago ¢ 1994 n, e sabemos que nesse multiplo
de 1994 nao aparecem os algarismos 0, 7, 8 ¢ 9. Para limitar o valor de n, observamos
que

1994n = 2000n — 6n.

Se 6n < 300, entao o ntimero 2000n — 6n tem 7 ou 8 ou 9 no algarismo das centenas
(faga alguns exemplos, lembrando que 2 000n termina com trés zeros). Assim, devemos
ter 6n > 300, ou seja, n > 50.

Testando n igual a 50, 51, 52, 53, 54 e 55, obtemos 99 700, 101 694, 103 688, 105 682,
107676 e 109670, mas n = 56 da 111664. Assim, o menor niimero de televisores que
Maria pode ter encomendado é 56.

Distdancia entre nimeros — Observe que |x — y| é igual a distancia entre os pontos
x e y e, em particular, |z| é igual a distancia entre = e a origem 0. Pela figura, temos

—4d<a<-3<2<b<s-1<e<l<l<d<?,
de modo que (a), (b), (c¢), (d) e (e) s@o verdadeiras e (f) ¢ falsa, pois

ld|=d <2< 3<]al

Também 1 < |a—b] <3,1<|c—d| <3,0<|b—¢c|<2e2<|c—a|l <4 o0que
acarreta que (g), (j) e (1) s@o verdadeiras e (h), (i) e (k) s@o falsas.

Cartoes premiados — O cartao de digitos abcd é premiado se a + b = ¢ + d. Con-
sideremos dois casos. Se o numero de digitos cd de um cartao premiado for igual ao
numero de digitos a b, entao abcd = abab = ab x 1004+ ab = 101 X ab e o nimero
desse cartao é divisivel por 101. Caso contrario, cd # a b e, entao ha um outro cartao
premiado, a saber, cdab. A soma dos nimeros desses dois cartoes é

abcd+cdab=(abx 100+ cd) + (cd x 100 + ab) = 101(ab+ cd),

que também é divisivel por 101. Como todo cartao premiado é de um desses dois tipos,
a soma dos ntimeros de todos os cartoes premiados ¢ divisivel por 101.

O prego da gasolina — A opgao correta é (d).

Solugao 1: O aumento do preco foi de 149,70 — 29,90 = 119,80 reais, o que corresponde

a
119,80

29,90

x 100% = 400,66%.

Solugao 2: O prego praticamente passou de 30 para 150, isto é, foi multiplicado por 5,
o que equivale ao preco passar de 100 para 500, caracterizando um aumento de 400%.
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115. O tridngulo de moedas — Supondo que o tridngulo esteja formado por n linhas,
foram usadas 14+ 2+ 3 + - - - + n moedas, ou seja,

1
G+ 1) =142+ 45 =480 — 15 = 465,

o que fornece n? +n — 930 = 0. Resolvendo essa equacao, obtemos

1+ VI +4x930 —1+61

2 2

n =

Como n = 30 é a tnica solugao positiva dessa equacao, o triangulo tem 30 linhas.

116. Circunferéncia e tridngulo retGngulo — Seja r o raio da circunferéncia inscrita no
triangulo. Como o tridngulo é retangulo, é facil verificar que os catetos do tridngulo
medem 6+7 e 7+7 cm, conforme a figura. Pelo Teorema de Pitagoras, temos (6+7)% =
(r+6)?+ (r+ 7)% e, desenvolvendo, resulta 169 = 13? = 2(r* + 13r) + 85, de modo
que r? 4+ 13r = 42.

Assim, a area do triangulo mede 6
6
(r+6)(r+7) r*4+13r+42 42442
2 B 2 2 7
=42 cm?. rk
r 7
117. S d io 1 C S, 1+1—|—1—|— +1
. — — m n— = — — —,
oma de razao omo 5T1t3 o SEBUe que
15_1>< 1+1+1+ +1 _1+1+ N 1
27" 27 \2 4 8 2n) 48 2n+1’
1 1 1 1
de modo que iSn:Sn—§Sn:§—ﬁe, portanto,
1
Sp=1——.
2n

Como queremos 5, > 0,99, isso equivale a

1

1
|- = =8, >099=1-00l=1——
o — on > 0.9 100

ou seja, a 2" > 100. Como 27 = 128 > 100 > 25 = 64, n = 7 é o menor n tal que
2" > 100, ou S,, > 0,99.

Observacgao: Note que, no inicio desta resolucao, deduzimos o valor da soma da pro-
gressao geométrica de primeiro termo e razao ambos iguais a 1/2, sem usar a féormula
dessa soma, a saber,
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Soma de raizes quadradas

(a) Como

= (V2+V3)? = (V22 +2(V2)(V3) + (V3)? =2+ 2V6 + 3 =5 + 26,

r?2—5
5

segue que r2—5= 2\/6, ou \/6 =

(b) Pelo mesmo argumento,

s = (V215 + v/300)% = 215 + 2v/215 - 300 + 300
= 515+ 10v/43 - 60 = 515 + 10v/2 580
> 515+ 10v2500 = 515 + 500 = 1015.

Duas rodas — Enquanto a roda A da 1200 voltas, a roda B da 1500 voltas ou,
equivalentemente, a roda A da 4 voltas a cada 5 voltas da roda B. Denotemos por R o
raio da roda A e por r o raio da roda B. O comprimento da roda A é 27 R e o da roda
B ¢ 27r, portanto, o comprimento de 4 voltas da roda A é 4 X (27 R) e o comprimento
de 5 voltas da roda B é 5 x (27r). Como esses dois comprimentos sao iguais, temos
que 4R = 5r. Por outro lado, na figura vemos que 2(r + R) = 9, de modo que

9:2(T+R):2T+2(ZT) = (2+g)r:§7«,

e, assim, estabelecemos que r =2 cm e R = 2,5 cm.

Dois divisores — A opgao correta é (c).

O ntimero N = 2% — 1 ¢ muito grande mas, mesmo assim, podemos descobrir varios
de seus divisores. Para isso, utilizamos a igualdade

(z—1(a" '+ + - +r+1)=2"— 1.

Notamos que os divisores de 48 sao 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 ¢ 48. Tomando =z = 2% ¢
a = 24 na igualdade acima, estabelecemos que z — 1 = 22 — 1 = 3 ¢ um divisor de
(22)* —1 = 2% — 1 = N. Analogamente, tomando x = 23 e a = 18, estabelecemos que
r—1=2%—1=7¢&um outro divisor de (2*)!® —1 =2 — 1 = N. Procedendo dessa
maneira, verificamos que, para qualquer divisor d de 48, o ntiimero 2¢ — 1 é um divisor
de N. Dessa forma, concluimos que 22 —1=3,22-1=7,2*—-1=17,2° -1 = 63,
28 — 1 = 251, e assim por diante, sao divisores de N.

Além desses, podemos ainda obter outros divisores de N considerando os divisores
pares d = 2n de 48 e usando o produto notével

20 —1=(2")° 1= (2" +1)(2" - 1).

Como 2% — 1 ¢ um divisor de N, também 2" + 1 é um divisor de N. Por exemplo,
d =4 = 2 x 2 fornece o divisor 22 +1 =5de N, d = 6 = 2 x 3 fornece o divisor
224+ 1=9de N,d=8=2x4 fornece o divisor 2 + 1 = 17de N, d =12 =2x 6
fornece o divisor 26 + 1 = 65 de N, e assim por diante.

Note que ja obtivemos dois divisores de N = 248 — 1 entre 60 e 70, a saber, 63 e 65.
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Observagao: Com o auxilio de um computador, podemos ver que N é, realmente, um
nimero muito grande, ja que N = 2% —1 = 281474976 710 655, e obter sua fatoracao,
dada por

N=2%_1=32x5xT7x13x 17 x 97 x 241 x 257 x 673.

Empregando o argumento exposto na resolucao deste exercicio, é possivel encontrar
varios divisores de ntimeros bastante grandes.

Rede de estagcoes — O exemplo mostra que podemos conectar pelo menos sete esta-
¢oes dentro das condigoes propostas. Comegamos com uma estacao particular, e vamos
pensar nela como se fosse a base da rede. Ela pode ser conectada a uma, duas, ou
trés estacoes, conforme mostra o primeiro dos dois diagramas a seguir. As estacoes A,
B e C tém, ainda, duas linhas nao utilizadas, portanto, podem ser conectadas a duas
outras estacoes, como no segundo dos dois diagramas a seguir.

Base Base

Agora, é impossivel acrescentar mais estacoes, pois qualquer outra a mais nao poderia
ser conectada a base satisfazendo as condi¢oes do problema. Isso mostra que nao
podemos ter mais do que 10 estagoes.

Vejamos, agora, se é possivel montar uma rede com essas 10 estagoes. Observe, no
diagrama acima, que apenas a base é conectada a todas as outras estagoes (através de
um cabo ou de uma conexao via uma estacdo). As estagdes que estdo nos extremos
ainda possuem duas linhas nao utilizadas, e agora vamos uséa-las para fechar a rede.
Veja o diagrama a seguir.
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122.

123.

124.

Bolas brancas e pretas — A opcao correta é (b).

Inicialmente observe que, depois de cada substitui¢cao, o nimero de bolas brancas, ou
permanece o mesmo, ou decresce de dois. Logo, o nimero de bolas brancas permanece
par. Por outro lado, cada grupo de bolas removidas que contém pelo menos uma bola
branca é substituido por outro grupo que também contém uma bola branca, portanto,
o namero de bolas brancas nunca é zero. Agora observe que a opgao (b) é a tnica
que inclui pelo menos duas bolas brancas, logo ela é a opcao correta. Um modo de
obter esse resultado é remover trés bolas brancas 49 vezes até obter 149 pretas e duas
brancas e, depois, remover uma preta e duas brancas 149 vezes.

O cubo — Seja a a aresta do cubo que Alice quer construir. Como a area lateral do
cubo mede 6a? cm?, devemos ter 6a® < 25 x 60, isto ¢, a? < 250 e, portanto, a < 16.
Com a = 15 temos 4 = 60+ 15 quadrados de lado medindo 15 ¢m e sobra um retangulo
de 60 por 10 cm. Podemos cortar fora um retangulo de 60 por 2,5 cm e os pedagos
marcados com ®, de dimensoes 15 por 7,5 cm. Assim, na figura, a linha pontilhada
indica dobradura e a linha continua indica corte; com os dois pedacos de cartolina
marcados com ® formamos a tampa.

Um quadrado e um tridngulo

Solugao 1: Indiquemos por Si,S; e S3 as areas dos triangulos AXAB, AAY D e
ABCZ e por S, a area do quadrado ABCD, conforme indicado na figura. Se S
denota a area do tridngulo AXY Z, entao S = S; + S5 + S5+ S, e como, por hipotese,
Sq = (7/32) S, estabelecemos que
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X
S1+5+8 S-S5, Sy S
e — 1 - 2 1
S S 3 4 B
7 25
32 32 S, q s,
Y D I C Z

Como ANXAB e AXY Z sao triangulos semelhantes, a razao entre suas areas é igual
ao quadrado da razao de semelhanca, isto é,

S [(XAY

S \XY )’
Transladando horizontalmente o tridngulo ABCZ de modo a justapd-lo ao triangulo
AADY, obtemos um triangulo semelhante a AXY Z, mas de area S, + S3. Assim,

So+85  [AYVY

S XY )’
Somando esses dois quocientes obtidos e usando a proporcao estabelecida acima, con-
cluimos que

25  Si+S+S;  (XAZ+(AY)? (XA + (XY — XA)?

32 S S (XY (XY)?
C(XY)2+2(XA)? - 2(XY)(XA) XAY XA
- XV ‘”2<W) ‘2<ﬁ)’

ou seja, a razao entre XA e XY procurada satisfaz a equacao de segundo grau

XAY XA 7
2(W) —2<ﬁ) b=0,

Usando a formula de Bhaskara, obtemos dois valores possiveis para essa razao, a saber,
XA 7 XA 1

XY 8 XY 8§

Solugao 2: Denotemos o comprimento do lado do quadrado ABCD por [, a altura
do triangulo AXY Z por H, a altura do triangulo AX AB por h e o comprimento do
lado YZ por b. A area do quadrado ¢ [2 e a &rea do triangulo AXY Z é %Z)H. Como

os triangulos XY Z e XAB sao semelhantes, temos

X

A hi\B

E
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125.

126.

Hl 1 H?1 h+1)?1
Portanto, b = 5 a area do triangulo AXY Z é ébH =5 = ( ;rh) e a razao
procurada é dada por
XA b b 1
XY H h+l 1+17

de modo que resta calcular a razao [/h.

Como a razao entre a area m;r_;L)Ql do triangulo AXYZ e a area [2 do quadrado é

32/7, obtemos 7(h + [)> = 64hl. Expandindo e dividindo por h?, obtemos a equagao
quadratica
7(1)2 - 50(5) +7=0
h h ’
que tem solugoes

| 50+502 —4x49 25+v257 - 70  25+24

h 14 7 7

XA
Assim, [/h tem dois possiveis valores, 1/7 e 7 e, portanto, <7 tem dois possiveis

| XA 17 XA 1
valores, Y_Se v =3

A urna

Solugao 1: Os pares

11,2}, (L3}, {14}, {1,5}, {16},
12,3}, 12,4}, {2,5}, {2,6}, {3,4},
{3,5}, {3,6}, {4.5}, {4,6}, {5,6}

sao os Unicos pares de bolas diferentes que podem ser retirados da urna. Logo, podem
ser retirados da urna 5+ 4 + 3 4+ 2 + 1 = 15 diferentes pares de bolas. Dentre esses,
existem apenas 5 pares de bolas numeradas com nimeros que diferem por uma unidade,
asaber, {1,2},{2,3},{3,4},{4,5} e {5,6}. Assim, a probabilidade que um desses pares
seja retirado ¢ — = 1

5 3
Solugao 2: Observemos que se extrairmos a primeira bola com um ntmero entre
2 e 5, entao dentre as cinco bolas que ficam na urna, temos duas possiveis bolas que
cumprem a condigao do problema, portanto, nesse caso, a probabilidade que a segunda
bola cumpra a condigao é % e a probabilidade que a primeira bola tenha um nimero
entre 2 e 5 é %. Por outro lado, se a primeira bola extraida for 1 ou 6, s6 temos uma
bola na urna que cumpre a condicao, portanto, nesse caso, a probabilidade para a
escolha da segunda bola é 1 e a probabilidade da primeira bola ser 1 ou 6 é %. Assim,

5
a probabilidade das bolas serem consecutivas é

4 2 2 1 )
—X -4+ =-X-=—=-=.
6 5 6 5 15 3

Soma das raizes de uma equacao — Devemos considerar dois casos. Se x +1 > 0,
entdo |[r +1) =2+ 1 e a equagdo é 22 + 32z +2 = x + 1, ou seja, 22 + 22 +1 = 0,
que s6 possui a solugdo r = —1. Se z + 1 < 0, entdo |r + 1| = —x — 1 e a equagao é
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127.

128.

129.

22 +3x+2=—x— 1, ou seja, 22 + 4x + 3 = 0, que tem apenas a solucao x = —3 no
intervalo x < —1. Assim, as tnicas solugoes distintas da equacao dada sao —1 e —3,
de modo que a soma de todas as raizes distintas da equacao é —4.

Produto de trés nimeros — Sejam a,b,c,...,i,j os naimeros nos 10 circulos, con-
forme indicado no diagrama.

@ ®O* DD =0HOOW

Observe que a,c e f nao podem ser zero, pois 0 X x = 0, para qualquer x. entretanto,
o produto dos trés nimeros ¢ um nimero de quatro algarismos, portanto, abd < 10 e
os nimeros que aparecem em abd sao 1,2 e 3 ou 1,2 e 4. Observemos que a segunda
opcao é impossivel de ocorrer, porque o minimo produto que podemos obter nesse caso
¢ 1 x 23 x 456 = 10488, de modo que abd = 6 e o produto é maior do que 6000.
Tampouco pode a ser 2 ou 3, porque nesse caso o minimo valor que tem o produto é
2 x 14 x 356 = 9968 e os outros produtos ficam maiores do que 10000. Assim, a = 1.
Continuando essa analise, chegaremos a solu¢ao dada no diagrama.

Ox@O*EOWE=EOOO

Area do tridngulo — Para determinar a area de um tri-
angulo, basta conhecer o comprimento de uma base e sua ¥ A

— (1,2
respectiva altura. Tomando AC' como base, a altura corta (1,2)
B = (8,0)
T
(

AC no ponto H = (1,0), ja que o segmento AC' é vertical

e o segmento H B é horizontal. Assim, a base AC' mede 8 .
unidades e a altura BH relativa a essa base mede 7. Logo,
a area do triangulo é %(7 X 8)2 = 28 unidades de area. C'=(1,-6)

Duas tabelas — Vemos que na primeira tabela cada linha é uma progressao aritmética
de razao 3 e cada coluna é uma progressao aritmética de razao 7.

5 | 8 | 11|14 |17 39

12|15 18|21 |24

191221252831 87
26 12932 35| 38 o6
331361394245 *

Digamos que na segunda tabela a razao das progressoes aritméticas das linhas seja a
e a das colunas seja b. Assim, obtemos 39 + 2a + 2b = 87 e 39 — 2a + 3b = 56.
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130.

131.

132.

133.

134.

39—2a 39—a | 39 | 39+a 394-2a
39—2a+b 39+2a + b
39—2a + 2b 87
56
*

Somando essas duas equagoes, resulta 78+ 5b = 143, donde b = 13. Subtraindo as duas
igualdades que anteriormente foram somadas, obtemos 4a — b = 31. Segue que a = 11.
Assim, o ntimero que estava na posicao % era 39 +a +4b =39+ 11 +4 x 13 = 102.

A sequéncia abc — Sabendo que 30 = 2(10 + a), obtemos que a = 5. Assim, b =
2(30 4+ a) = 2(30+ 5) = 70 e, portanto, ¢ = 2(b + 30) = 2(70 + 30) = 200.

Perimetro e diagonal — A opgao correta é (b).

Denotando por a e b os comprimentos dos lados do retangulo, temos 2a + 2b = 20, de
modo que a + b = 10. O quadrado do comprimento da diagonal, dado pelo Teorema
de Pitagoras, é d*> = a® + b*. Mas,

(a+b)*+ (a —b)* = (a® + 2ab + b*) + (a® — 2ab + b*) = 2a* + 2b* = 2d*

e (a + b)? = 100, portanto d> = 50 — 3(a + b)?. Assim, vemos que o minimo do
comprimento da diagonal ocorre quando a = b, caso em que d = /50.

As idades numa classe — Denotemos por a a idade comum dos alunos e por n o
numero de alunos dessa classe. Temos sete alunos com a — 1 anos, dois com a + 2 anos
e os demais, ou seja, n — 9 alunos, com a anos. Logo, a soma das idades de todos os
alunos, que é 330, pode ser desdobrada em 330 = 7(a—1)+2(a+2)+(n—9) a = na—3,
de modo que na = 330+ 3 = 333 =9 x 37.

Como a classe tem mais do que 9 alunos, entao a = 9 e n = 37, ou seja, a classe tem
37 alunos.

A mesa redonda — O perimetro de mesa ampliada é
140 x ™+ 40 x 6 =~ 140 x 3,14 + 240 = 679,60 cm.

Se cada convidado precisa de 60 cm de espaco, poderao sentar-se & mesa, no maximo,

679,60
60

~ 11,3,
ou seja, 11 convidados.

Brincadeira com sete niumeros

Solugao 1: Os sete nimeros podem ser escritos como

n—3n—-2n—1,nn+1ln+2,n+3.

TV TV
3n—6 3n+6

Observando que 3n — 6 + 12 = 3n + 6, estabelecemos que n = 12. Logo, os ntimeros
sa0 9+ 10+ 11+ 12 =13+ 14 4 15.
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135.

136.

137.

Solugao 2: Sejam n+ 1,n+2,...,n+ 7 os sete nimeros consecutivos tais que
m+)+-F+n+k)=Mn+Ek+1)+---+(n+7)

para algum k entre 1 e 6. Como todos os niimeros a esquerda da igualdade sao menores
do que os nimeros a direita, existem mais parcelas a esquerda, portanto, £k = 6,5 ou
4. Tomando k£ = 6, obtemos 6n+14+2+3+4+5+6 =n+ 7, ou seja, bn + 14 = 0,
que nao tem solugao inteira. Também £k =5dadn+1+2+3+4+5=n+6+n+7,
ou seja, 3n + 2 = 0, que nao tem solucao inteira. Finalmente, com k£ = 4 obtemos
In+1+24+3+4=3n+5+6+7, portanto,n=8e 9+10+11+12=13+14+15
¢ a lnica solugao.

Um terreno compartilhado — Como as areas dos trian- B A
gulos AABM e ANADN sao iguais, temos

M

Como o terreno é quadrado, temos AB = AD, de

C N D

modo que BM = DN e, portanto, a figura AMCN é simétrica em relagao a diagonal
AC. Logo, a area do triangulo AACN ¢é a metade da area do triangulo AADN.
Agora, como esses triangulos tém a mesma altura, resulta DN = 2NC' e, por simetria,
BM = 2MC'. Concluimos que a distancia ao vértice C' do quadrado dos pontos M e
N deve ser 1/3 do comprimento do lado do quadrado.

As duas particulas — Denotemos as particulas por A e B e seja v a velocidade da
particula B. Supondo que A seja a mais rapida, temos que v + 2 é a velocidade de A.
Assim, o tempo que B demora para dar uma volta é 120/v e o tempo que A demora é
120/(v+2). Como esse tempo ¢ trés segundos inferior ao de B, temos a equagao basica

120 120
= _3

v v+ 2

Simplificando, isso equivale a v? 4+ 2v — 80 = 0, cuja raiz positiva é
1
U:Q[—2+V4+3m}:—q+y@1:&
Portanto, a velocidade da particula mais lenta ¢ 8 m/s e a da mais rapida é 10 m/s.

Queda livre — No primeiro segundo, o corpo percorre 4,9 m e, como a distancia
percorrida aumenta 9,8 m a cada segundo em relagao ao segundo anterior, o corpo
percorre 4,9 4+ 9,8 m no segundo segundo, 4,9+2x9,8 m no terceiro segundo, 4,9+3%x9,8
m no quarto segundo e assim por diante, até o décimo primeiro segundo, em que o
corpo percorre 4,9 + 10 x 9,8 = 102,9 m. A distancia total percorrida pelo corpo até
o impacto é

49+ (4,9+98) + (4,942 x 9,8) + -+ (4,9 + 10 x 9,8)
=49%x114+98(1+2+--+10) =53,94 9,8 x 55 = 592,9 m.
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139.

140.

Um caminho triangular — Se v representa a velocidade constante com que Janete
caminha, entdo v = (1992 m)/(24 min) = 83 m/min. Janete percorre o outro lado
BC' e a hipotenusa C'A com a mesma velocidade de v = 83 m/min e gasta 2 horas e
46 minutos, o que é igual a 166 min. Assim, BC + AC = 83 x 166 = 13778 m.

Mas, pelo Teorema de Pitdgoras, a hipotenusa CA do triangulo satisfaz
(CA)?* = (1922)? + (BC)2. Dai decorre que
(1992)* = (CA)* — (BC)? = (CA+ BC)(CA — BC)
= 13778 x (CA — BC),
portanto CA — BC' = 1992?/13778 = 288 m. Assim, CA + BC = 13778 e

CA — BC = 288. Subtraindo, obtemos 2BC = 13778 — 288 = 13490 e, portanto,
BC = $13490 = 6 745 m.

O prego do feijao — A opgao correta é (a).

Se b denota o preco final e a o preco inicial de um bem, entao a variacao é¢ b —a e o
aumento percentual é

b—a

a
Observe que os valores intermediarios do bem nao alteram a variacao do aumento

percentual num certo periodo. Usando apenas os dados de janeiro e de abril da tabela
dada, obtemos os aumentos percentuais do

103,33 — 65,67 37,66

feijdo A: - = 0,57 = 57%;

eijao 65.67 65.67 0,57 = 57%;
109,50 — 73,30 36,20

feijao B: ’ = = 0,49 = 49%;

eao 73,30 7330 %
100,00 — 64,50 35,50

f Vo . ) ) — ’ — — .

eijao C 61,50 61.50 0,55 = 55%

Portanto, o maior aumento percentual de preco foi o do feijao A e o menor foi o do
feijao B.

Intersegcao de tridngulos — Quando acrescentamos um novo triangulo a uma figura
constituida de triangulos, ele corta cada um dos lados dos tridngulos que ja existiam
em, no maximo, dois pontos. Inicialmente, comecando com um s6 tridngulo, nao
temos ponto de intersecao algum. Acrescentando um segundo tridngulo, introduzimos,
no maximo, 2 x 3 = 6 pontos de interse¢ao. Do mesmo modo, introduzindo um terceiro
triangulo, introduzimos, no méaximo, mais 2 X 6 = 12 pontos de intersecao. Logo, trés
triangulos se intersectam em, no maximo, 6 + 12 = 18 pontos. A figura mostra que
esse caso de 18 pontos de intersecao pode acontecer.
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142.

143.

144.

Comparar tridngulos — De acordo com os dados B 4

do problema, temos 12 ¢
AB AC BC 2 18 2
AC  AD CD 3 X o Fo)

Segue que os triangulos AABC e AACD tém seus lados proporcionais e, portanto,
sao semelhantes. Em particular, obtemos BAC = CAD.

Queima de velas — A opgao correta é (c).

Como o verdadeiro comprimento das velas é irrelevante, podemos estipular qualquer
tamanho para as velas, que a resposta sera, sempre, a mesma. O mais simples é supor
que ambas velas tém comprimento igual a uma unidade. Assim, a que queima em 3
horas queima a velocidade constante 1/3 (de vela por hora) e a que queima em 4 horas
queima a velocidade 1/4 (de vela por hora). Logo, depois de algum tempo (em horas)
t, uma queima t/3 (de vela) e a outra t/4 (de vela), de modo que o que sobra de uma
vela depois de um tempo ¢ ¢ 1 —t/3 e da outra, 1 —t/4. Queremos saber quanto tempo
decorre desde o instante ¢t = 0 até o momento em que o comprimento da vela que
queima mais lentamente é o dobro do comprimento da que queima mais rapidamente,
0 que equivale a resolver a equacao

1—322(1—f):2—§.
1 3 3

2 1 5 12 2
Como 3711 a Unica solugao é t = — = 2 — horas, o que equivale a 2 horas
e 24 minutos. Assim, depois de 2 horas e 24 minutos, o comprimento de uma vela é

o dobro do comprimento da outra. Como queremos que isso aconteca as 16 horas, as
velas devem ser acesas as 13 horas e 36 minutos.

Uma distragcao — A opgao correta é (b).
Solugao 1: Seja x o niimero com que Julia se distraiu. Ela deveria ter obtido 6z mas,

com sua distragao, obteve x/6. Logo, seu erro foi de 6z — 2/6 = (35/6)x e, portanto,

(35/6)x 35
U = 22~ 0,9722 = 97,22%.
6 36 22%

Solugao 2: Se N é o valor que Jilia deveria ter obtido entao, com seu erro, ela
encontrou N/36, de modo que o erro absoluto cometido foi de N — N/36 = (35/36)N

em termos percentuais, seu erro foi de

35
e, portanto, o erro relativo foi de 36 < 100% = 97,22%.

Problema de nota — Seja c o nimero de problemas resolvidos corretamente e seja e a
soma do nimero de problemas resolvidos incorretamente e de problemas nao resolvidos.
Logo, c+e = 80 e 5¢c—3e é o niimero de pontos do aluno na avaliagao. No caso presente,

c+e = &0
5¢—3e = 8

Resolvendo o sistema, encontramos ¢ = 31 e e = 49. Logo, o aluno resolveu 31
problemas corretamente.
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145. Quadrados e tridgngulos

(a) Os tnicos quadrados que nao tém nenhum de seus lados paralelos nem a reta r,
nem a reta s, sdo os do tipo 1 e os do tipo 2 (ver figuras).

.

Assim, ha um total de seis quadrados, sendo quatro do tipo 1 e dois do tipo 2.

(b) Digamos que a distancia vertical ou horizontal entre dois pontos contiguos do re-
ticulado seja igual a uma unidade. O total desses triangulos ¢ dezesseis, cada um
deles com catetos iguais a V/5 unidades e hipotenusa de v/10 unidades. De fato,
cada um dos quadrados do tipo 2, como visto em (a), nos da quatro triAngulos,
por divisao ao longo de cada uma das duas diagonais obtendo, assim, oito trian-
gulos. Os oito triangulos restantes sao obtidos através de uma tnica translagao
horizontal ou vertical de cada um dos anteriores. Na figura, exemplificamos a
dnica translacao possivel de um dos quatro triangulos obtidos de um quadrado
do tipo 2.

146. Calculo de dareas

(a) A area hachurada corresponde a um quarto da area de um circulo de raio r,

portanto, a area hachurada é igual a e r2.

(b) Observe que a area da regiao marcada com X, que ndo esta hachurada na figura
(a), é igual & area do quadrado todo, diminuida da area da regiao hachurada, ou
seja,

1
4rea da regido marcada com X = 72 — v r? = 1(4 —7)r?.
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Voltando ao item (b), a area da regiao hachurada na figura (b) é igual a area do
quadrado todo, menos duas vezes a area da regiao marcada com X, ou seja, ¢é
igual a

2 .2

1 1
4rea da regido hachurada = r* — 2 x 1(4 —7)r? = ST

147. Sequéncia de algarismos — Os ntimeros com um algarismo formam os 9 primeiros

148.

149.

termos da sequéncia. Os 90 nimeros de dois algarismos formam os 180 termos se-
guintes. Depois vém os 2 700 termos correspondentes aos ntimeros de trés algarismos,
seguidos pelos 36 000 termos correspondentes aos nimeros de quatro algarismos e final-
mente, os 450 000 termos que sao os correspondentes aos numeros de cinco algarismos.
Logo, enumerando os termos da sequéncia, obtemos 488 889 termos.

A1,...,09, A10, - --,aA189 , A190, - - - , B2889 , 2890, - - - , A38889 , A38890; - - - , 4488 889
N s Ny - S/ J Ny J/ S

TV TV TV
lalg 2 algs 3algs 4 algs 5algs

Para escrever todos os termos de 1, 2, 3 e 4 algarismos, chegamos a 38 8892 posicao
da sequéncia. Logo, o algarismo na 206 7882 posigao faz parte de um ntmero de cinco
algarismos, ou seja, esta no bloco

(38890, - - - ; 1488889 -
5;1;5
Esse bloco é da forma 10000, 10001,... 99999. Para ver quantos nimeros de cinco

algarismos existem desde a posicao 38 889 até a posicao 206 788, dividimos essa dife-
renca por 5. Assim, 206 788 — 38889 = 167899 e 167899 = 5 x 33579 + 4. Portanto,
precisamos de 33579 numeros de cinco algarismos, mais os quatro primeiros algaris-
mos do 335802 numero de cinco algarismos, que é 43579, para chegar ao algarismo
na posicao 206 788.

Como o quarto algarismo do nimero 43579 é 7, temos que o algarismo procurado é 7.

Soma constante — Para resolver este problema, o mais facil é comecar dispondo os
numeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9 numa tabela 3 x 3 de modo que a soma de cada linha,
de cada coluna e de cada diagonal seja 15. Depois basta somar 662 a cada elemento
da tabela, obtendo, por exemplo, a solucao seguinte.

670 | 665 | 666
663 | 667 | 671
668 | 669 | 664

Assim como existem outras maneiras de dispor os ntumeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9 na
tabela, também existem outras solugoes desse problema.

Contando os zeros — Inicialmente, verificamos como terminam as poténcias de 9,
ou seja, listamos os dois tdltimos algarismos, os da dezena e da unidade, das poténcias
9™ ordenadamente.

Se n for o112 (34|56 |7 |8]9]10]11|12
9™ termina com | 01 | 09 | 81 | 29 | 61 | 49 |41 |69 |21 |89 |01 |09 |81
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150.

151.

Assim, vemos que os dois tltimos algarismos de 910, 911 ¢ 912 530 0s mesmos de 9°, 9! e 92.
A partir 919, os dois tltimos algarismos das poténcias comecam a se repetir, formando uma
sequéncia periddica de periodo 10. Como 2007 = 10 x 200+ 7 e os dois Gltimos algarismos de
910x200 s36 01, segue que os dois altimos algarismos de 92997 szo os dois tltimos algarismos
de 97, ou seja, 69. Entdo, os dois tltimos algarismos de 92%°7 4 1 sdo iguais a 69 + 1 = 70.
Assim, existe um tnico zero no final do nimero 9207 4+ 1.

Circulos dentro do quadrado — A resposta desse problema é afirmativa: é possivel colocar
um certo namero de circulos sem superposi¢ao dentro de um quadrado de 1 centimetro de
lado, de tal forma que a soma dos raios desses circulos seja maior do que 2008 centimetros.

Para exibir uma tal configuragdo, desenhamos linhas paralelas aos lados do quadrado, dividindo-
o em n? quadradinhos menores; cada um desses quadradinhos tem lado igual a 1/n. Dentro
de cada um desses quadradinhos, desenhamos um circulo inscrito de raio igual a 1/2n. No
caso particular n = 4, essa construcao é dada na figura.

’ P TS T
o | n? = 42 = 16 circulos
' 1
(__:i I :i lados dos quadradinlhos = -
Y h raio dos circulos = 3
F }-{W 1 4
-< soma dos raios =16 x — = — = 2
A A A g8 2

Desse modo, a soma dos raios dos n? circulos é igual a n? x 1/2n = n/2. Como estamos

interessados no caso desta soma ser maior do que 2008, devemos ter n/2 > 2008, ou seja,
n > 4016. Logo, dividindo o quadrado em 4017? quadradinhos (ou mais), a soma dos raios
dos circulos inscritos nos quadradinhos serd maior do que 2 008.

Construindo um niumero — As condi¢oes dadas implicam que os nimeros devem satisfazer
todas as condigOes seguintes.

(i)
(i)
(ii)

)

(iv

Vamos estudar as possiveis posi¢oes dos dois algarismos 4 em um ntimero de oito algarismos.
De acordo com (iv), existem apenas trés possibilidades:

caso A: 4 4

caso B: 4 4

caso C: -4 4
Em cada um desses casos, existem duas possibilidades de colocar os algarismos 3:
casoA: 4 3 4 _ 3 ou 4 3 43
casoB: 3 4 3 _ 4 ou 4 _ 3 43
caso C: 3 4 3 4 ou 3 4 3 4

Na tentativa de colocar os algarismos 1 e 2, percebemos que as duas possibilidade do caso B
sao impossiveis, bem como as primeiras possibilidades dos casos A e C. Os tinicos casos que
levam a solugoes do problema sao as segundas possibilidades dos casos A e C, que levam as
duas tinicas solugoes

41312432 e 23421314.
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152.

153.

Numero na circunferéncia — Na figura a seguir representamos os nove algarismos escritos
ao redor da circunferéncia.

Lendo os algarismos escritos ao redor da circunferéncia, de trés em trés, no sentido horério,
obtemos os seguintes nimeros de trés algarismos cada:

(10203, (20304, (30405, (40506, A504607, (6A708, 70809, A8AYA1 € A9aA1a2.
Para somar esses nimeros usamos o algoritmo da adi¢ao, como indicado a seguir.

a1a2a3
20304
a3a4as
a40506
+ asagay
asarag
aragag
agagal
ag9a1az
2007777
Analisando esses nove ntmeros, notamos que todos tém os algarismos da unidade diferentes.
Logo,

ag+a4+as+ag+ar+ag+ag+a+as=14+2+34+4+54+64+7+8+9=45.

Do mesmo modo, esses nove nimeros também tém todos os algarismos das dezenas e todos
os algarismos das centenas diferentes. Logo, a soma dos algarismos das dezenas também é
45 e 0 mesmo ocorre com os algarismos das centenas. Portanto, para somar basta calcular
45 445 x 10 + 45 x 100 = 4995. Assim, a soma dos nove ntmeros é 4 995.

Cada peca em seu lugar — A primeira informacao é certamente falsa, pois se fosse ver-
dadeira, o ouro estaria no cofre 2 ou 3, mas deveria estar no préprio cofre 1, para que a
primeira informacao fosse verdadeira. Essa contradi¢do mostra que o ouro nao est4 nem no
cofre 2 nem no cofre 3. Por ser falsa a informagao na porta do cofre 1, concluimos que o outro
também nao estd nele. A segunda informacao é certamente falsa, pois se fosse verdadeira,
0 ouro estaria no cofre 2, o que é incorreto. Logo, a primeira e a segunda informacoes sao
falsas. Portanto, o ouro nao esti no cofre 1, nem no 2 nem no 3, e a prata nao esta no cofre
1.
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As tnicas possibilidades que restam para o ouro sdo os cofres 4 ou 5. Se o ouro estivesse no
cofre 4,

1 2 3 4 5

a informagao 4 seria a correta e o niquel estaria na cofre 3. Entao a terceira informagao deve
ser falsa e deveriamos ter o bronze também no cofre 3, o que é uma impossibilidade. Logo,
essa possibilidade fica descartada e o ouro deve estar no cofre 5.

1 2 3 4 5

De fato, com o ouro no cofre 5, a informagao 5 é a correta e a platina estd no cofre cujo
numero é superior, em uma unidade, ao que contém o bronze. Pela afirmacao do cofre 3,
que é falsa, terfamos o bronze no cofre 3. Logo, a platina esta no cofre 4. Como a segunda
afirmacgao é falsa, a prata nao esta no cofre 1, s6 podendo estar no cofre 2. Portanto, temos
a solucao seguinte.

niquel , prata , bronze , platina , ouro .

—_—— —— T = =

1 2 3 4 5

Soma de quadrados — Como a razao da progressao aritmética é 2, os trés nimeros podem
ser denotados por n — 2, n e n + 2. A soma de seus quadrados é um numero de quatro
algarismos iguais, digamos, kk k k, em que k é algum inteiro entre 1 e 9, ou seja,

kkkk=(n—2)24n>+(n+2)?=3n%+8.

A partir deste ponto, apresentamos duas possibilidades de solugao.

Solugao 1: Como kkkk — 8 = 3n? é um multiplo de 3, o resto da divisdo de kkkk por 3
é igual ao resto da divisdo de 8 por 3, que é 2. Mas kkkk = k x 1111 e o resto da divisao
de 1111 por 3 é 1, de modo que o resto da divisdo de k por 3 € 2. Como 1 < k <9, 86
podemos ter k igual a 2, 5 ou 8. Como na Solugao 1, os casos k = 2 e k = 8 sao impossiveis e
k =5 é a tnica opgao, caso em que n = 43 e os trés nameros procurados sao 41, 43 e 45, que
constituem a tinica solucao para o problema.

Solucao 2: Como kkkk = 3n? + 8, obtemos
3n? =kkkk—8=(kkkx10+k) —(9—1)= (kkk x10—9) + (k+1).
Mas kkk x 10 — 9 = kk (k — 1) 1 é multiplo de 3, portanto também k + 1 é um multiplo de
3. Como 1 < k <9, s6 podemos ter k igual a 2, 5 ou 8. No caso k = 2, obtemos
5 2222-8
n'=———
3
0 que é impossivel, pois 738 nao é um quadrado perfeito. Analogamente, se kK = 8, obtemos
5 8888—-8
n‘=——
3
0 que, novamente, é impossivel, ja que esse iltimo nimero nao é um quadrado perfeito. Resta,
portanto, a tltima opgao, k = 5. Nesse caso,
2 _ 5555 — 8
3

portanto, n = 43 e os trés nimeros em progressao aritmética procurados sao 41, 43 e 45, que
constituem a tinica solugao para o problema.

=738 = 2 x 369,

=2960 = 2% x 5 x 37,

n = 1849 = 43%,
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156.

157.

Adivinhe o numero

Solugao 1: Seja x o numero procurado. Observe que x + 2 é divisivel por 3, 4, 5 e 6. O
menor multiplo comum desses ntimeros é 60. Logo, x +2 = 60 e, entao, x = 58.

Solugao 2: Seja x o numero procurado. O resto da divisdo de x por 3 é 1. Portanto, x é
da forma x = 3a + 1, com a > 0 inteiro. A seguir, queremos determinar de que forma deve
ser a para que x = 3a + 1 deixe resto 2 na divisao por 4, isto é, para que 3a deixe resto 1
na divisao por 4. Qual deve ser o resto da divisao de a por 47 Por um lado, se esse resto for
3, entdo a é da forma a = 4b + 3, de onde segue que 3a = 12b+9 =4 - (3b + 2) + 1 deixa,
de fato, resto 1 na divisao por 4. Por outro lado, podemos verificar que qualquer outro resto
nao funcionaria. Se, por exemplo, a deixasse resto 2 na divisao por 4, teriamos a = 4’ + 2 e
3a =120 46 =4- (30 + 1) + 2 deixaria resto 2 e nao 1 na divisao por 4.

Substituindo a = 4b+3 em x = 3a+1, obtemos x = 12b+10. Usamos agora que x deixa resto
3 na divisdo por 5. Como 10 é multiplo de 5, 12b também deixa resto 3 na divisdo por 5. Mas
126 = 10b + 2b e 10b é maltiplo de 5. Logo, 2b deixa resto 3 na divisdo por 5. Entao, b deixa
resto 4 na divisao por 5. De fato, por um lado, se b = 5¢c+4, entao 2b = 10c+8 = 5-(2¢+1)+3
deixa realmente resto 3 na divisao por 5. Por outro lado, como acima, podemos verificar que
4 é o tnico resto que funciona. Entdo, b = 5c+4 e x = 126410 = 12+ (5¢+4) + 10 = 60c+ 58.
Concluimos que as solugoes do problema sao os nimeros x da forma z = 60n + 58, com n > 0
inteiro. O menor deles, para n =0, é x = 58.

Um codigo — Observe que
AOBMEP = AOB x 1000+ MEP e MEPAOB = MEP x 1000+ AOB.
Denotemos AOB =m e MEP = n. Pelos dados do problema, temos
6 x AOBMEP=7x MEPAOB,

donde 6 - (1000m + n) = 7-(1000n + m), ou 6000m — 7m = 7000n — 6n ou, ainda,
5993m = 6994n. Dividindo ambos os lados por 13, concluimos que 461m = 538n. A
fatorag@o de 538 em fatores primos é 538 = 2 x 269 e 461 é primo. Portanto, 538 e 461 sao
primos entre si. Logo, 461 divide n e 538 divide m. Como AOB e M E P sao nimeros de trés
algarismos, s6 podemos ter as solucdes n = 461, ou n = 822, e m = 538. E facil verificar que
6 x 538461 = 3230766 = 7 x 461 538 e que 6 x 538822 = 3232932 £ 5757766 = 7 x 822538.
Portanto, n = 822 nao serve, sendo AOB = 538 e M EP = 461 a tnica solugao. Assim, os
algarismos sdo A=5,0=3,B=8 M =4 FE=6e P=1.

Calculando distdncias

Solugao 1: Observe que € conhecido o angulo ABD. De fato, o tridangulo AABC ¢ equilatero,
portanto, ABC = 60° e, como CBD = 90°, obtemos ABD = 150°. Assim, aplicando a Lei
dos Cossenos ao tridngulo AABD, resulta

AD? =32 142 2.3 .4c0s150° = 25 4+ 24 cos 30° = 25 + 12V/3.

Segue que AD = /25 + 12v/3 cm.

Solugao 2: Seja E o ponto sobre a reta BD tal que o tridingulo AAFEB seja retangulo no
vértice E (veja figura). Nesse triangulo, temos

V3

7:(308300—EB—ﬁ e 1:sen?)OO:AE—A—E

T AB 3 2 AB 3
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portanto,

EB:—3\2/§ e AFE =

)

3
2

3\f

em particular, ED =4+ ——

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo AAE D, obtemos
2 2
AD? = AE® 4 ED? = (;) + (w) — 25+ 12V/3.

Segue que AD = /25 + 12v/3 cm.

158. Calculando lados de um tridngulo — Como o triangulo AABC é equilétero, seus angulos
sao todos iguais a 60°. Sobre o lado C'B desse triangulo, construimos um novo triangulo
ACBP’, congruente ao triangulo AABP, tal que PAB = P'CB e ABP = CBP' (girando o
trlangulo AABP no sentido horario por 60° em torno do ponto B).

C
\ 3 cm

Note que o dngulo PBP' ¢ congruente ao angulo AB C, ou seja, mede 60°. Assim, se tragarmos
o segmento PP’, temos que o triAngulo APBP’', que ja é isosceles, pois
PB = BP' =4 cm ¢, de fato, equilatero e, em consequéncia, temos que PP’ = 4 cm.
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C

3 cm

r

A B

Denotando o dngulo PP'C por a, aplicamos a Lei dos Cossenos ao triangulo AC PP’ e obtemos
52=324+42-2.3.4-cosa,

ou seja, 25 = 25 — 24 cosa. Segue que cosa = 0 e, portanto, a = 90°. Dessa forma, estabele-
cemos CP'B = a + 60° = 90° + 60° = 150°.

C

Agora, denotando o lado do tridngulo AABC por [, aplicamos a Lei dos Cossenos ao tridngulo
ACBP' e obtemos
?=3244% -2.3-4-cos150° = 25 + 12/3.

Segue que /25 + 12v/3 cm é o comprimento dos lados do triangulo equilatero AABC.

159. Amigo oculto — Primeiramente observemos que o numero de formas de distribuir os presentes
sem nenhuma restricdo ¢ 5! =5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 120. Dai temos que tirar os casos “ruins”,
isto é, os casos em pelo menos um amigo tirou o seu préoprio presente. Esses casos a eliminar
podem ser listados pelo nimero de amigos que tiram seu proprio presente.

e Os 5 amigos ficaram com seus proprios presentes. S6 ha uma possibilidade de acontecer
isso.
e Exatamente 4 amigos ficaram com seus proprios presentes. Isso néo é possivel.

e Exatamente 3 amigos ficaram com seus proprios presentes. Nessa situagdo, os outros
dois amigos trocam os presentes. Assim, escolhemos 3 pessoas dentre as 5, isto é,

4
Sx4x3 _ 10 possibilidades.
3x2
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160.

161.

e Exatamente 2 amigos ficaram com seus proprios presentes. Nesse caso, escolhemos 2

5 X
pessoas dentre as 5, isto &, —— = 10 possibilidades. Os outros 3 amigos trocam os

presentes entre si, dando um total de 10 x 2 = 20 possibilidades.

e Por ultimo, exatamente um amigo ficou com seu proprio presente. Nesse caso, esco-
lhemos uma pessoa dentre um total de 5, multiplicando pelo nimero de formas que os
outros amigos nao fiquem com seu presente, que sao 9 maneiras. Logo, nessa situagao,
temos um total de 5 x 9 = 45 possibilidades.

Portanto, temos 120 — 45 — 20 — 10 — 1 = 44 maneiras de distribuir os presentes sem que
alguém fique com seu proprio presente.

Contando solugdes — A equagao dada é equivalente a xy = 144(x + y) = 144z + 144y,
144y
y— 144
denominador y — 144 deve ser um nimero inteiro positivo, digamos, y — 144 = n. Substituindo

essa expressao no valor de x, obtemos

portanto, isolando x, obtemos z = Como x e y devem ser inteiros positivos, o

144(n + 144 1442
g Mo 8
n n
Como z deve ser um namero inteiro, n deve ser um divisor de 1442 Sendo

1442 = 124 = 28.. 3%, seus divisores sdo os ntmeros d da forma d = 2% - 3b, com0<a<8e
0 < b < 4. Como ha 9 valores possiveis para a e 5 valores possiveis para b, concluimos que
1442 tem 9 x 5 = 45 divisores.

Assim, para cada divisor n de 1442, obtemos uma solucao

1442
@w):<m4+——ﬂn+1ﬂ>
n

x
da equacgao f = 144 dada. Portanto, essa equagao possui 45 pares de ntimeros inteiros
x

positivos (z,y) que a satisfazem.

Determinando uma sequéncia — Sejam aq,ao,...,agy os numeros dessa sequéncia. Para
cada i > 1, temos
{ Ai+1 = G5 Gi42,
ai+2 = Q41 Q43

Consequentemente, a;11 = a; - Gj4+1 - Gi+3 €, como a;+1 7 0, j& que o produto dos termos da
sequéncia é 8 # 0, segue a; - a;+3 = 1.

Quaisquer dois numeros da sequéncia, cujos indices distem 3 um do outro, sdo tais que o
seu produto é igual a 1. Portanto, o produto de seis ntimeros consecutivos nessa sequéncia é,
sempre, igual a 1. Sendo o produto dos 40 primeiros termos da sequéncia igual a 8, concluimos
que o produto dos quatro primeiros termos também ¢é 8, pois os 36 termos restantes formam
seis grupos de 6 termos consecutivos da sequéncia e, em cada grupo desses, o produto é igual
a 1. Isto é, ajasasay = 8. Como a; - a;43 = 1, segue que ajaq = 1 e, dai, asas = 8.

Temos, também, a hipétese de que os 80 termos da sequéncia tém produto igual a 8, donde
podemos concluir que ajas = 8, ji que os 78 ultimos termos podem ser agrupados em 13
grupos de 6 termos consecutivos, cada um com produto igual a 1, como ja vimos.

Entao, de asasz = 8, ajaes = 8 e as = ajas, segue que alagag =64 e a% = 64. Assim,

a1 =2,a9 =4 eag=2.
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Observe, ainda, que a sequéncia inteira esté, agora, determinada. De fato, temos

111 1
274727_7_7_7 P e R R BN I
2°4°2 2

e~ =
DN | =

em que os seis primeiros termos ficam se repetindo, sempre na mesma ordem.

162. Construindo uma cerca — A soma dos comprimentos dos trés lados (os que nao sao de
pedra) é 140 m.

(a) Se os dois lados vizinhos ao muro de pedra tém 40 m cada um, os dois juntos tém 80 m
e o terceiro lado terd 140 — 80 = 60 m.

(b) Se o maior dos lados a ser cercado tiver 85 m, ele ndo pode estar ser vizinho ao muro
de pedras, porque nesse caso esses dois lados mediriam 85 x 2 = 170 m, que é maior do
que 140 m. Logo, ele deveria ser paralelo ao muro de pedra e, nesse caso, cada um dos
outros lados mediria 27,5 m, o que também nao é possivel, ji que a cerca é composta
de pedagos inteiros de 1 m cada um.

Os dois lados que encostam no muro de pedra podem ter 65 m cada um porque nesse
caso, o outro teria 140 — 2 x 65 = 10 m, o que nao contraria as condigoes dadas.

163. Um quadrildtero especial — Como os tridngulos AABC e AACD sao retangulos e tém a
mesma hipotenusa AC, pelo Teorema de Pitagoras temos x? + 112 = 32 + 72, onde AB =z
e DC = y. Entao,
(y—2z)(y+x)=9>—2?=72=23 x 32

e, portanto, y — x e y + x sdo divisores de 72. Para cada fatoragdo de 72, precisamos resolver
um sistema de duas equagbes com duas incoégnitas, como na tabela a seguir, e identificar os
casos em que existem solucoes inteiras.

Fator de 72 | Medidas de Observagoes

y+x | y—x T Y
72 1 - - Nao ha solugao inteira
36 2 17 19 Possui solugao inteira
24 3 - - Nao ha solugao inteira
28 4 12 16 Possui solugao inteira
12 6 3 9 Possui solugao inteira
9 8 - - Nao hé solugao inteira

Assim, ha trés solugoes inteiras para o comprimento dos lados = e y.

164. Trés quadrados — Os tridngulos retangulos AAEB e AEHF sao congruentes, pois seus
angulos EBA e FEH sao iguais (lados respectivos perpendiculares) e as hipotenusas sao
iguais (lados de um quadrado). Entdao, AE = F'H. Pelo Teorema de Pitagoras,

area de BEFG = BE? = AB? + AE? = AB> + FH? = 30 + 20 = 50 cm?.

165. Bolinha de gude

Solugao 1: Denotemos por z, y e z o nimero de bolinhas que cada um tinha no inicio da
partida. Temos
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1° 90 30
Inicio T Y z

12 rodada T—y—2z 2y 2z

22rodada | 2(x —y—2) |2y —2z— (z—y—2) 4z

32 rodada | 4(z —y — 2) 283y —x —2) dz —2(x—y—2)— By —x — 2)

Como cada um terminou a partida com 64 bolinhas, segue que

dr—y—2) = 64
2By—x—2) = 64
dz—2r—y—2)—By—x—2) = 64
donde
r—y—z = 16

—x+3y—z = 32
—r—y+7z = 64

Para resolver o sistema, somamos a primeira com a segunda equagoes e a primeira com a

terceira, obtendo
y—z = 24
—y+3z = 40.

Dai, obtemos z = 32 e y = 56, portanto, x = 16 + 56 + 32 = 104. Assim, o primeiro jogador
comegou a partida com 104 bolinhas, o segundo, com 56 e o terceiro, com 32.

Solugao 2: Preenchemos a tabela “de baixo para cima”, isto é, do final para o inicio do jogo.
Comegamos com 64 nas trés casas finais.

Inicio

Apos a 12 rodada

Apos a 22 rodada
Apoés a 32 rodada | 64 | 64 | 64

Como os dois primeiros jogadores dobraram a quantidade de bolinhas na terceira rodada,
cada um tinha 32 bolinhas e o terceiro jogador deu 32 a cada um deles. Deduzimos que ele
possuia 64 4 32 4+ 32 = 128 bolinhas.

Inicio

Apos a 12 rodada
Apoés a 22 rodada | 32 | 32 | 128
Apoés a 32 rodada | 64 | 64 | 64

Quem perdeu a segunda rodada foi o segundo jogador. Logo, a tabela era

10 20 30
Inicio

Apos a 12 rodada | 16 | 324+16+64=112 | 64

Apoés a 22 rodada | 32 32 128

Apoés a 32 rodada | 64 64 64

Finalmente,
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167.

168.

10 20 30

Inicio 16 + 56 4+ 32 = 104 56 32
Apos a 12 rodada 16 32+16+64 =112 | 64
Apos a 22 rodada 32 32 128
Apos a 32 rodada 64 64 64

Assim, o primeiro jogador comegou a partida com 104 bolinhas, o segundo, com 56 e o terceiro,
com 32.

1 1 1
Uma soma — Inicialmente, observe que m =7 PR Logo,
1 _q 1 1 1 1 1 1 1
1.2~ 27 2.3 2 37 777 2007-2008 2007 2008
Assim, temos
g1 1+1 1+1 1+ n 1 1 1 1
N 2 2 3 3 4 7 2006 2007 2007 2008
1 2007
e, portanto, S =1— —— = ——.
2008 2008

Dobrando papel — Sejam E e F os pontos de interse¢ao, como na figura. Sejam AB = 2a e
BC =2b. Entao AM = MB=DN =NC=ae ME = EN = b. Tragcamos AN e denotamos
por P o ponto de interse¢ao dos segmentos AN e BD. Os segmentos AN e MC sao paralelos
(pois AM = NC e AM || NC). Como M & o ponto médio de AB e M F || AP, temos que F' &
o ponto médio do segmento PB. Analogamente, P é o ponto médio do segmento DF e segue
que DP = PF = FB. Por simetria, verificamos que PE = EF e, entdao, EF/FB = 1/2. Por
outro lado, drea(AMBE) = 1 area(AABD) = 125 e, como AMEF e AMBE tém a mesma
altura relativamente ao vértice M e a base do primeiro ¢ 1/3 da base do segundo, concluimos
que

1
area(AMEF) = 3 125 cm?.

Uma drea — Os tridangulos AABM e AABC tém a mesma altura d em relagao as respectivas
bases AM e AC. Como M é o ponto médio de AC, obtemos

area (AMABM) 5 AM-d  AM 1

area (AMABC) 1 AC.d ~ AC 2

de modo que

area (ANABM) = % area (AABC) = % 100 = 50 cm?.

A

4

B D C
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169.

170.

171.

Teorema das Bissetrizes Internas
Analogamente,
A
area (NAABP)  BP
drea (NABM) BM "~ “e
Pelo Teorema das Bissetrizes Internas,
BP AB 10 2
PM AM 15 3 5 b .
3 ) AC_AB
portanto, PM = §BP. Entao obtemos DC B
area (AABP)  BP BP B BP _ BpP 2
area (NMABM) BM ~ BP+PM BP+3BP 3BP 5
2 2
de modo que area (AABP) = = area (ANABM) = £ 50 = 20 cm?.
Ultimos algarismos
Solucao 1: Como s6 queremos saber os dois
altimos algarismos, basta conhecer as duas alti- 8 7] 8
mas colunas dessa soma (a das dezenas e a das 88 838
unidades), ou seja, 8:8§ 8 8
: 2008 S| 2007
N parcelas : ¢ |parcelas
8488 x 2007 =8+ ...16. s 88 33
o . 8...... 88 88
Como 8+ 16 = 24, os dois ultimos algarismos do 88.. .. .. 88 88 |
nimero sao 24. —_— E—

Solugao 2: Observemos que os dois ultimos algarismos do ntimero dado sdo iguais aos dois
tltimos algarismos do ntmero

2007
———
8+88+ .- +88=8+2007 x 88,

que também coincidem com os dois tltimos algarismos de 8 + 7 x 88 = 624. Logo, os dois
altimos algarismos do niimero procurado sao 24.

Idades maltiplas — Quando Isabel tem a anos, sua mae tem 20 + a anos. Se a é divisor
de 20 + a, entdo (20 + a)/a = (20/a) + 1 é um numero inteiro e, consequentemente, 20/a
também é inteiro. Entao, a é um divisor de 20 e, portanto, a pode ser 1, 2, 4, 5, 10 ou 20.
Assim, temos um total de 6 vezes em que as idades das duas sdo multiplos.

Isabel | 1 2 4 5 110 | 20
Mae [ 211222425301 40

Observe que, depois dos 20 anos de Isabel, nunca mais a idade da mae serd um mdltiplo da
idade de Isabel.

Blocos diferentes — O volume do cubo é 10 x 10 x 10 = 1000 cm?3. O volume V de um
bloco é o produto de suas trés medidas, altura (= a), largura (= ) e comprimento (= c¢).
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Para construir cada bloco, Ana deve usar todos os bloquinhos, portanto, o volume de cada

bloco é
3

V =altura x largura x comprimento = alc = 1000 cm”.
Assim, precisamos saber de quantas maneiras podemos escrever 1 000 como o produto de trés
nimeros inteiros positivos a,! e ¢. Para isso, fatoramos 1000, obtendo alc = 1000 = 23 x 53.

Solugao 1: Podemos encontrar todos esses nimeros listando as dimensoes a, [ e ¢ dos blocos.
Sem perda de generalidade, podemos supor que a < [ < ¢. Entdo a3 < alc < 1000 e, portanto,
a < 10. Logo, a = 1,2,4,5,8 ou 10. Mas se a = 8, entdo lc = 125 = 53 ¢, como 8 < [ < ¢, ndo
hé& como obter medidas inteiras para [ e ¢. Assim, a s6 pode ser 1, 2, 4, 5 ou 10. A tabela
mostra as 19 possibilidades para esses blocos.

[af 1] ¢ [afl] c]
1] 1000 2| 250
2 500 4| 125
4 250 2| 5100

1] 5 200 10 | 50
8 125 20| 25
10 100 5| 40
20 50 5|1 8| 25
25 40 10 | 20

41 5 50
10 25| 10| 10 | 10

Solucao 2: Podemos encontrar todos esses numeros listando as poténcias de 2 e 5, sem
esquecer que uma das medidas pode ser 1 (no caso de poténcia 0). A tabela mostra as 19
possibilidades para esses blocos.

‘poténcia de 2 ‘ poténcia de 5 H a ‘ l ‘ c ‘
3 3 1 1 23 x 53
1 23 53
1, 2 3 1 2 22 x 5%
1 22 2 x 53
2 22 53
1, 1, 1 3 2 2 2 x 53
3 1, 2 1 23 x5 52
1 23 x 52 5
23 5 52
3 1, 1, 1 5 5 23 x5
1, 2 1, 2 1 2x5 |2%x52
1 2x5% | 22x5
2 5 22 x 52
22 2x5 52
22 | 2x 52 5
2 22 x5 52
1, 2 1, 1, 1 5 2x5 | 22x5
1, 1, 1 1, 2 5 2x5 | 2x5°
1, 1, 1 1, 1,1 2x5| 2x5 | 2x5
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172.

173.

Quadro negro — Inicialmente observe que, de 1 a 77, Joana apagou 11 miltiplos de 7 e 7
multiplos de 11. Como 77 é miltiplo de 7 e de 11, entao ela apagou 114+ 7 — 1 = 17 ntumeros,
sobrando 77 — 17 = 60 ntimeros. Agora, agrupando os 10000 primeiros nimeros em grupos
de 77 ntmeros consecutivos, esse raciocinio se aplica em cada uma das linhas abaixo, isto é,
em cada linha sobraram 60 ntmeros.

12 linha: 1, 2, ..., T
22 linha: 78, 79, ..., 154

32 linha: 155, 158, ..., 231

Como, 2008 = 33 x 60 + 28, sabemos que entre os primeiros 33 x 77 = 2541 numeros,
33 x 60 = 1980 ntmeros ficaram sem apagar.

332 linha: ..., ..., ..., 2b541.

Ainda faltam contar 28 niimeros. Vamos, entao, examinar a 342 linha, que comega com 2 542.
Como os nimeros apagados estdo nas colunas 7, 11, 14, 21, 22, 28, 33, 35, etc., e até a 352
coluna foram apagados oito ntimeros, restam 35 — 8 = 27 ntimeros na 342 linha. Logo, depois
de apagados os multiplos de 7 e de 11 nessa linha, o 282 niimero é 2577. Assim, o nimero na
20082 posicao é o 2577.

Conjunto sem maltiplos — Inicialmente, observemos que o conjunto {51,52,53,...,100}
tem 50 elementos e nenhum de seus elementos é miltiplo de outro. Assim, o subconjunto
com o maior numero de elementos e que satisfaz a propriedade exigida tem, no minimo, 50
elementos. Para concluir que 50 é o maior niimero possivel de elementos de um subconjunto
que satisfaca a propriedade exigida, basta mostrar que todo subconjunto com mais de 50
elementos possui dois nimeros multiplos. Para isso, denotamos B = {1,2,3,...,100} e
dividimos B em 50 subconjuntos disjuntos, considerando os diversos subconjuntos de B cujos
elementos sao do tipo namero impar x2F, com k natural. Como existem apenas 50 nimeros
impares entre 1 e 100, obtemos cinquenta subconjuntos dois a dois disjuntos construidos dessa
forma, como segue.

o Ay =1{1,2,4,8,16,32,64} = BN {1 x 2" | para algum k£ =0,1,2,3,...};

o Ay =1{3,6,12,24,48,96} = BN {3 x 2¥ | para algum k = 0,1,2,3,...};
e Az ={5,10,20,40,80} = BN {5 x 2F | para algum k£ =0,1,2,3,...};

o Aso = {99} = BN {99 x 2* | para algum k = 0,1,2,3,...}.
Observe que B é a uniao desses cinquenta subconjuntos, isto é,
B = {1,2,...,100} =A1UAsU...U As,

e que, se dois elementos de B estiverem num mesmo subconjunto A;, entdo um deles é multiplo
do outro. Assim, se um subconjunto A de B tiver mais do que 50 elementos, podemos afirmar
que existem pelo menos dois elementos de A num mesmo subconjunto A; e, portanto, um
deles é multiplo do outro. Isso prova que 50 é o nimero méaximo de elementos de qualquer
subconjunto de B que nao possua dois elementos tais que um deles seja miltiplo do outro.
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174. Brincando com a calculadora — O resultado é o mesmo nimero inicial abc de trés alga-
rismos. De fato, se abc é um nimero de trés algarismos, entdo o numero de seis algarismos
abcabce é da forma abcabec=1000 x abc+abec=1001 x abec.

Como 1001 =7 x 11 x 13, dividindo, sucessivamente, abcabc por 7, 11 e 13, obtemos

abcabe _1001><abc_ b
Tx11x13 1001 “°¢

175. No galinheiro — Sejam x e y, respectivamente, o nimero de galinhas e de pintinhos no
galinheiro.

(a) Temos 4x + 2y = 240, ou seja, 2z + y = 120. Como 8 kg = 8000 g, temos
1602 + 40y < 8000. Assim, 4z + y < 200.

. : 200
Em resumo, os nimeros = de galinhas e y de Lxcy:mw 4z

pintinhos satisfazem ot

_ (0,120
(%) 2¢ +y =120 100
4z +y < 200
50 P

.....

sy =120 — 2z

(b) A reta 2x + y = 120 corta o eixo Oz em = = 60 e o eixo Oy em y = 120. A reta
4o + y = 200 corta o eixo Ox em x = 50 e o eixo Oy em y = 200. Os graficos dessas
retas estdao dadas na figura, em que a desigualdade 4z + y < 200 é representada pela
regiao sombreada. Observe que, na figura, as condigdes (%) s@o representadas pelo
segmento que liga os pontos P e (0,120). As coordenadas do ponto P séo a solucao do
sistema

2¢ +y =120
4o +y = 200,

ou seja, x = 40 e y = 40 e, portanto, P = (40, 40).

(c) Temos que 2 x 20 + 80 = 120 e 4 x 20 + 80 < 200. Logo, x = 20 e y = 80 satisfazem as
condigoes (*) e, por isso, o galinheiro comporta, sim, 20 galinhas e 80 pintinhos. Agora,
2 x 30 + 100 # 120, logo, x = 30 e y = 100 nao satisfazem as condigbes () e, por isso,
o galinheiro nao comporta 30 galinhas e 100 pintinhos.

(d) O ntmero maximo de galinhas é 40 e, nesse caso, teremos também 40 pintinhos. O
nimero méximo de pintinhos é 120 e, nesse caso, teremos 0 galinhas.

176. Um nimero perfeito — Se 23! —1 é um ntmero primo, seu tnico divisor préprio é o ntimero

1. Entdo, os divisores proprios de 230(23! — 1) sdo
1,2,2%,...,2% 2% (%1 — 1), 2(2°! — 1), 2°(2%" — 1), ... 229(2% —1).
A soma S desses divisores é
S=[14+2+22 4. 4294259 4 (3 )1 42+2% ... +2%].

Em cada um dos dois colchetes aparece a soma S,, de uma progressao geométrica de n termos,
sendo o primeiro termo igual a 1 e a razdo igual a 2: o primeiro colchete é S31, com 31 termos e
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177.

178.

o segundo é S3g, com trinta termos. Usando a féormula da soma dos termos de uma progressao
geométrica, obtemos

231_1 230_1
=211 e Sy =

=291
2-1 21 '

S31 =

Entdo a soma dos divisores proprios de 239(231 — 1) ¢
S=23 —1)+ 2 D220 —1] = (23 1)1 +2%0 —1) = 23023 —1).

Logo, essa soma é igual a 230(231 — 1), como querfamos provar.

Quinze minutos a mais — Sabemos que a velocidade é a razdo da distancia percorrida
pelo tempo gasto.

Solugao 1: Denotando por ¢t o tempo gasto, em horas, pelo carro mais lento, o que faz a
viagem a uma velocidade de 60 km/h, sabemos que o tempo gasto pelo outro carro ¢ de
t —1/4, ja que 15 minutos é um quarto de hora. Como ambos percorrem a mesma disténcia,
segue que 60 x t = 70 x (¢t — 1/4), portanto, t = 7/4 horas, ou 1 hora e trés quartos de hora.
Logo, a distancia entre as duas cidades é 60 x 7/4 = 105km.

Solucao 2: Vamos representar por d a distancia, em quilémetros, entre as cidades A e B e
por T o tempo gasto, em horas, pelo carro mais veloz. Como o outro carro gasta 15 minutos
a mais para fazer o mesmo percurso, temos que o tempo gasto pelo carro mais lento é igual
a T + 0,25 horas, pois 15 min = 0,25 h. Como o carro mais veloz anda a 70 km/h, temos
70 = d/T e, como o mais lento anda a 60 km/h, temos 60 = d/(T + 0,25). Assim,

d=70xT=60(T +0,25),

ou seja, T'= 1,5 h, e a distancia entre as cidades A e B é igual a d = 70 x 1,5 = 105 km.

Outros caminhos — Qualquer que seja o trajeto de Jilia da sua casa até a escola, se ela
deseja seguir um caminho mais curto, ela deve percorrer exatamente oito quarteirdes para a
direita e cinco quarteirdes para cima. Um caminho mais curto ligando a sua casa até a escola
é, entao, uma sequéncia de “travessias de quarteiroes”’, sendo oito delas no sentido horizontal
(para a direita) e cinco no sentido vertical (para cima). Assim, para definir um caminho mais
curto, ela precisa apenas decidir em que ordem fara essas treze travessias.

Para isso, imaginemos oito cartelas impressas com a letra D e cinco cartelas impressas com a le-
tra C. Uma permutagao qualquer dessas cartelas pode ser interpretada como um caminho mais
curto a ser percorrido por Julia. Por exemplo, a sequéncia de cartelas DDCDCCDDDDCDC
define o caminho indicado na figura dada.
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179.

180.

181.

Para determinar o nimero de maneiras pelas quais podem ser ordenadas essas cartelas, de-
vemos contar de quantas maneiras diferentes se pode colocar cinco cartelas com a letra C
em uma fila com treze lugares vagos, sendo os demais oito lugares na fila ocupados com as
cartelas com a letra D.

Inicialmente, devemos escolher um dos treze lugares vagos para colocar uma letra C. Colocada
essa letra, sobram doze lugares vagos para a segunda letra C. Colocada essa letra, sobram onze
lugares vagos para a terceira letra, dez lugares para a quarta letra e, finalmente, nove lugares
para a quinta letra C. Agora, uma vez colocadas as cinco letras C, qualquer permutagdo dessas
letras entre si nao altera a distribuicao das letras na fila. Como a quantidade de permutagoes
de cinco objetos é 5! = 120, pelo principio multiplicativo temos que o nimero de maneiras de
ordenar as treze cartelas é dado por

13 x12x 11 x10x9
120
de modo que existem 1287 caminhos mais curtos diferentes da casa de Julia até a escola.

= 1287,

Escrevendo no tabuleiro — Comegando com a letra A, ela pode ser escrita em qualquer
uma das nove casas do tabuleiro. Uma, vez escrita a letra A, sobram seis casas nas quais pode
ser escrita a letra B. Uma vez escritas as letras A e B no tabuleiro, sobram trés casas para
a letra C ser escrita. Assim, pelo principio multiplicativo, existem 9 X 6 X 3 = 162 maneiras
diferentes das letras A, B e C serem escritas no tabuleiro.

Fragao e percentagem — A opgao correta é (d).

Se um numero z ¢ diminuido de 40%, ele passa a valer 60% de x, ou seja, 0,6z. Do mesmo
modo, quando um niamero y é diminuido de 60%, ele passa a valer 0,4y. Portanto, a fracao

x/y passa a ter o valor
0,6z ©O6x T
=~ =15x"=,
0,4y 4y y

o que significa que a fra¢ao x/y aumentou 50% do seu valor.

Triangulos sobrepostos — Os pontos A, B,C e D formam o retangulo ABCD.
D 7 C

A B

Como as diagonais de um retangulo o dividem em quatro tridngulos de mesma érea, a area
sombreada é igual a trés quartos da area do retangulo ABCD. Assim, a area sombreada é
igual a %(7 X 4) =21 cm?.

Vejamos, agora, o caso da outra figura. Sejam © = DE = CFE, y = AE = BE e¢ E o ponto
de interse¢do dos segmentos AC' e BD.
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A area sombreada é a soma das areas dos tridngulos ADE e ABC, ou seja,

4dxx 4x7
+

— 21 + 14.
2 2 T

Logo, basta calcular x. Temos que x + y = 7 e, pelo Teorema de Pitagoras aplicado ao
triangulo AED, também y? = 22 4+ 42. Substituindo y = 7 — = nessa tltima equacdo, obtemos
(7 — 2)? = 22 4+ 16, de modo que 49 — 14z + x> = 22 + 16, ou seja,

_49-16 33
T T
33 33 131
Finalmente, a area sombreada é dada por 2 x 1 + 14 = - 4+ 14 = - cm?.

182. Dois motoristas — Sabemos que a velocidade é a razao da distancia percorrida pelo tempo
gasto. Seja d a distancia entre as duas cidades A e B.

e O primeiro motorista percorre a distancia de 2d a velocidade constante de 80 km/h,
portanto, o tempo total gasto por esse motorista é

2d d
= — = — horas.
80 40

e O segundo motorista percorre a distancia d na ida & uma velocidade constante de 90
km/h e, na volta, percorre a mesma distancia d a velocidade constante de 70 km/h.
Logo, o tempo gasto na ida e volta é

d d 16d 8d
t=— -+ — =—— = —horas.
70 90 630 315

Como
d 8d 8d

—_— = — < —
40 320 3157

verificamos que o motorista que viaja a velocidade constante de 80 km/h é o que gasta menos

tempo no percurso de ida e volta.

183. Soma e inverte — Como 0 nao é o inverso de nimero algum, qualquer sequéncia que comece
e termine em 0 deve ser dada por

0L 1—...— 110

Uma sequéncia dessas é a seguinte.

— 1 2 5 8 i 3 5 13 1
(RN TN N N e AN e N e e G A e & e
3 3 3 3 8 8 8 8
—ig 8 w13 i 2l 8 415 i 13y 8 4 341 2
21 1 13 13 13 ) ) ) )
i 5 1 1 -
R e =Y
2 2 2 2
Uma outra sequéncia, bem mais curta e simples é, simplesmente,

184. Carro flex
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(a) Com cada litro de gasolina, que custa R$ 2,49, o carro roda 12,3 quilémetros. Logo, o

)

preco do quilémetro rodado é de reais. Se o carro fizer y quilémetros por litro de

)

alcool, o preco do quilémetro rodado com alcool é de —— reais. Para que a utilizacao
Yy
do &lcool seja mais vantajosa, financeiramente, é necessario que
1,59 < 2,49 ) - 1,59 x 12,3 - 85
——, ou seja, que - = .
12,3’ Ja, due v 2,49 ’

Assim, o consumo desse carro com alcool deve ser maior do que 7,85 km /1.

(b) Supondo que o consumo do carro seja de x km/l de gasolina e de y km/1 de alcool,
queremos saber quando o custo com gasolina é maior do que o custo com alcool, isto é,

quando

2,49 1,59
> )
T Yy

o que acarreta 249y > 1,59z, ou seja, y > 0,64 x, ja que = e y sdo valores positivos.
Um exemplo disso é o carro como o do item (a), que consuma 12,3 km/1 de gasolina e
8 km/1 de alcool. Ou, entao, um carro que faga 10 km/1 de gasolina e 7 km/1 de alcool.

(c) Com cada litro de gasolina, que custa R$ 2,49, o carro roda z quilémetros. Logo, o

2,49 249
prego de 100 quildmetros rodados é de g(z) = 100 — = — com gasolina. Com cada
x

litro de alcool, que custa R$ 1,59, o carro roda z + 1 quildémetros. Logo, o prego de 100

1,59 318
quilémetros rodados com alcool ¢ de a(x) = 100 —— = .
3+ 1 42

249 318
(d) Para que o custo seja o mesmo, basta ter — = g(z) = a(z) = 1o on seja,
x x
249 (x + 2) = 318z, cuja solugdo é x = 7,22 km/l, que deve ser o consumo com ga-

solina. Para que o custo seja o mesmo, o consumo do carro com alcool deve ser de
7,22
~— +1=4,61km/l.

e) Supondo que o consumo do carro seja de x km/l de gasolina e de il 4+ 1 km/1 de alcool,
) g 5

queremos saber quando o custo com alcool é menor do que o custo com gasolina, isto
3i82 249 , 0 que acarreta 0,69 z < 4,98, ou seja, ¢ < 7,22, ja que = é um
valor positivo. Assim, s6 é financeiramente vantajoso abastecer com élcool se o consumo
com gasolina for menor do que 7,22 km/l. Um exemplo disso é um carro que faga 6
km/1 de gasolina e, portanto, 4 km/l1 com alcool: nesse caso, por exemplo, o custo de
100 quildémetros rodados com gasolina é de g(6) = R$ 41,50 e com alcool é de a(6) = R$
39,75. Observe que, a partir de um consumo de 7,22 km/1 de gasolina, é financeiramente
vantajoso abastecer s6 com gasolina; por exemplo, se o carro fizer 10 km/l de gasolina
e, portanto, 6 km/l de alcool, o custo de 100 quilémetros rodados com gasolina ¢ de
g(10) = R$ 24,90 e com alcool é de a(10) = R$ 26,50.

é, quando

Observacgao: Todos os valores utilizados nessas solu¢oes foram arredondados na segunda casa
decimal.

185. Contando tridngulos — Sejam A, B, ..., K os onze pontos marcados, como na figura dada.
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186.

187.

K

H

A B G

Dividiremos a contagem em trés casos.

(i) Um vértice é A. Nesse caso, um vértice do tridngulo deve estar no conjunto {H, I, J, K'}
e 0 outro vértice no conjunto {B,C, D, E, F, G}. Como existem quatro escolhas para um
vértice e seis escolhas para o outro vértice, a quantidade de tridngulos com um vértice
no ponto A é 6 x 4 = 24.

(ii) Dois vértices em {B,C, D, E, F,G}. O namero de possiveis escolhas de dois dentre esses

seis pontos é
6! 6 x5
C2=-— = = 15.
67 4191 2
O outro vértice do triangulo é qualquer um dos quatro pontos H,I,J ou K. Dali, a

quantidade desses tridngulos é 4 x 15 = 60.

(iii) Dois vértices em {H, I, J, K'}. O nimero de possiveis escolhas de dois dentre esses quatro

pontos é
4! 4x3
=M _1x3 g
212! 2
Como o outro vértice pode ser escolhido de seis maneiras diferentes no conjunto {B, C, D,

E, F,G}, resulta que a quantidade desses triangulos é 6 x 6 = 36.

Logo, 24 + 60 + 36 = 120 é a quantidade de tridngulos cujos vértices sao tomados dentre os
onze pontos da figura.

Quadrado perfeito — Seja x um ntmero de oito algarismos, da forma z = 9999 * * * *.

Como o menor desses ntmeros ¢ 99 990000 e o maior é 99999 999, temos que
99990000 < x < 99999 999.
Observemos que 10000% = 100000000 = 99999999 + 1 e que
99992 = (10 000 — 1)2 = 10000 — 20000 + 1 = 99980 001.

Isso mostra que 99992 < x < 100002, ou seja, = esta compreendido entre dois quadrados
perfeitos consecutivos. Assim, x nao pode ser um quadrado perfeito, ou seja, nao existe
algum quadrado perfeito da forma 9999 s x x* .

Diferenca quase nula — A desigualdade n — vn—1 < 0,01 ¢é equivalente a
vn < 0,01 + v/n— 1. Como os dois lados da desigualdade sdo ntimeros positivos, podemos
elevar ambos membros ao quadrado para obter a desigualdade equivalente

(Vn)? < (0,01 ++vn —1)%
Mas isso equivale a n < 0,012 + 0,02y/n — 1 +n — 1, donde obtemos
1
1-001”  1- e _ 1002—1‘

- 2
0,02 2 200

vn—1>
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Elevando, novamente, ao quadrado os dois membros (ndo negativos) dessa desigualdade, ob-

temos
(1002 —1)2  100* —2x 100> +1 100> 1 1
n—1> = — S
2002 4 x 1002 4 2 4x1002
ou seja,
1> 2500 — & + !
" 2 40000
e, finalmente,
1 1
> 2500+ = + ——— .
" 5T 20000

Como % + m < 1, temos que o menor nimero inteiro que satisfaz essa tltima desigualdade
é 2501. Assim, estabelecemos que o menor niimero inteiro positivo que satisfaz a desigualdade
dada é o ntmero 2 501.

188. Conjunto de Cantor

(a)

(b)

De acordo com a defini¢ao do conjunto de Cantor, temos o desenho seguinte.

C
1o 1
() Oy - -« = = e mwmm e C——
0 1/3 2/3 1
(o et = = = Qe G - - - Gu—
"0 1/92/91/3 2/37/98/9 1

1/3 é uma extremidade de Cj, portanto, pertence ao conjunto de Cantor.
3/81 = 1/27 e 1/27 é uma extremidade de Cjy, portanto, 3/81 pertence ao conjunto
de Cantor. 4/9 esta entre 1/3 e 2/3, portanto, estd no terco central de Cy, que foi
removido de Co; assim, 4/9 nao pertence ao conjunto de Cantor. 4/81 esté entre 1/27 e
2/27, portanto, esta no tergo central do primeiro segmento de Cs5, que foi removido de
Cy; assim, 4/81 nao pertence ao conjunto de Cantor.

Observe que C] tem comprimento 1, Cy tem comprimento 2/3, C3 tem comprimento 4,9,
Cy4 tem comprimento 8/27 e Cy tem comprimento 16/81. Assim, os comprimentos de
C1,C9,C5,...,C,y, ... formam uma progressao geométrica de razao g = 2/3 e primeiro
termo a; = 1, como segue.

ENOMONE RO

Em particular, o comprimento de C,, é (2/3)"~ 1.

189. Enchendo uma piscina — Como as torneiras A e B despejam agua na piscina com vazao
constante, o volume de dgua despejado na piscina de cada uma das torneiras é proporcional
ao tempo em que ela fica aberta. Assim, se durante duas horas a torneira A enche 15% do
volume da piscina, entdo em 4 horas ela enchera 30% do volume da piscina.

Mas, quando as torneiras A e B ficam simultaneamente abertas durante quatro horas, elas
conseguem encher 50% do volume da piscina. Daf, temos que a torneira B enche 50% —30% =
20% do volume da piscina em quatro horas.

Para saber quanto tempo a torneira B deve ficar aberta para encher os 35% restantes do
volume da piscina, basta utilizar a regra de trés.

horas — percentual
4 = 20%
r = 35%

328
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191.

35 x4
20

Logo, a torneira B gastard x = = 7 horas para encher os 35% restantes.

Probabilidade de ser um niumero par

Solugao 1: Sejam a e b os nimeros escritos nas bolas retiradas por José e Maria, respectiva-
mente. Existem, entdo, nove possibilidades para a e oito possibilidades para b. Desse modo,
existem 9 x 8 = 72 possibilidades para o ntmero ab. Para contar quantos desses nimeros a b
sao pares, precisamos analisar separadamente dois casos, como segue.

e Ambos ntmeros a e b sdo pares.

e O niimero a é impar e o namero b é par.

No primeiro caso, em que a e b sdo pares, existem quatro possibilidades para a e trés possi-
bilidades para b. Desse modo, existem 4 x 3 = 12 possibilidades ao todo.

No segundo caso, em que a é impar e b é par, existem cinco possibilidades para a e quatro
possibilidades para b. Desse modo, existem 5 x 4 = 20 possibilidades.

12420 32 4
7272 9

Solugao 2: A paridade do numero a ser formado depende da paridade do nimero escrito na

bola a ser retirada por Maria. Dentre os ntimeros inteiros de 1 a 9, existem cinco impares,

1, 3,5, 7e9, e quatro pares, 2, 4, 6 e 8. Portanto, a probabilidade de que o niimero a ser
4 4

Portanto, a probabilidade de o ntimero a b ser par é

formado seja par é =—.
54+4 9
Muailtiplo de 7 — N = (n + 6m)(2n + 5m)(3n 4+ 4m) é um maultiplo de 7.

Solugao 1: Inicialmente, observemos que, denotando k£ = n — m, temos

n+7m —m)(2n + Tm — 2m)(3n + 7m — 3m)
n—m+7Tm)[2(n —m) + Tm][3(n —m) + Tm)|

N = (n+6m)(2n + 5m)(3n + 4m)
=
=
= (k+™m)(2k 4+ Tm)(3k + Tm).

Como 7 é primo e divide N, entao pelo menos um dos trés fatores k+ 7m, 2k +7m ou 3k+7m
de N é miltiplo de 7.

k+7 k
tm_ 5 +m € inteiro, logo k é miltiplo de 7. Segue

(i) Se k+7m é multiplo de 7, entao
que 2k e 3k também sao multiplos de 7 e, portanto, os trés fatores k 4+ 7m, 2k 4+ 7m e
3k + 7m de N sdo multiplos de 7. Concluimos que N é multiplo de 73.

2k + 7 2k
(ii) Se 2k + 7m é multiplo de 7, entéo # = — +m é inteiro, logo 2k é multiplo de 7.

Como 2 e 7 sdo primos entre si, segue que k é multiplo de 7, o que leva ao caso anterior
e N resulta ser miltiplo de 73.

(iii) Se 3k + 7m é multiplo de 7, analogamente concluimos que k é multiplo de 7, o que leva
ao caso anterior e N é mltiplo de 73.

Assim, estabelecemos que N é multiplo de 7.

Solugao 2: Consideremos os nimeros A = n + 6m, B = 2n + 5m e C = 3n 4+ 4m. Como
o namero primo 7 divide o produto N = A x B x C, entao 7 divide pelo menos um desses
fatores. Para concluir que 73 divide N, basta mostrar, portanto, que se 7 divide algum dos
numeros A, B ou C entdo 7 divide cada um deles.
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Suponhamos que 7 divida A. Entdo 7 divide 2A4. Mas 2A = 2n + 12m = B + Tm. Como 7
também divide 7m, segue que 7 divide B. Da mesma forma, como 7 divide A, segue que 7
divide 3A. Mas 34 = 3n + 18m = C + 14m. Como 7 também divide 14m, concluimos que 7
divide C.

Suponhamos que 7 divida B. Entao 7 divide 4B. Mas 4B = 8n+20m = A+7(n+2m). Como
7 também divide 7(n + 2m), segue que 7 divide A. Como ja foi mostrado acima, dividindo A,
7 também divide C.

Suponhamos que 7 divida C. Entao 7 divide 5C. Mas 5C' = 15n 4+ 20m = A + 7(2n + 2m).
Como 7 também divide 7(2n + 2m), segue que 7 divide A. Como ja foi mostrado acima,
dividindo A, 7 também divide B.

192. Os dngulos 15° e 75° — Como DB é a diagonal de um quadrado de lado medindo 1 c¢m, o
Teorema de Pitagoras garante que DB? = 1' + 12 = 2, ou seja, DB = /2. Recordemos que
1 60°
cos 60° = sen 30° = —; tg 60° = et =/3;
?/_ cos 60° 3
3 sen 30° 3
60° = 30° = —; tg 30° = = —.
Setl o8 27 & cos 30° 3
(a) O triangulo ABCE ¢é equilatero, logo seus angulos internos medem 60°. A partir dessa
informacao, obtemos os angulos assinalados na figura.
D 1 C
30° |
M
60° F B
60° N
307
A B
CD 1 3
No triangulo ACDF' temos sen60° = — = —— . Como sen 60° = i, segue que
F DF 2
1 2 2v/3
DF - 3 © portanto, que DF = ﬁ = T\/_ Ainda no triangulo ACDF' temos
CF CF 1 1 CF
cos60° = — = . Mas cos 60° = =, de onde se conclui que — = ——=—, ou seja,
DF  2\/3/3 2 2 2V3/3
3 3
CF = g Segue que BF=1—-CF=1— % Temos, agora,
1 FN FN —
— =sen30° = = , de modo que FN:3 V3
2 BF 1-+/3/3 6
e
3 BN BN 3—-1
gzcos?)OO:ﬁ:@, de modo que BN:\/_ .
Assim, calculamos os trés lados do triangulo ADBN, como segue.
e DB =+/2;
2v/3 3—-+v3 1 3
e DN=DF+ FN = \/_—i- \/_: +\/_;
3 6 2
e BN = V31 :
2
330 OBMEP 2010



Solucoes do Nivel 3

(b) No_triangulo ADBN temos DBN = 45° + 30° = 75°, donde concluimos que
BDN = 15°. Assim, temos

V3-1
BN 5 V62

cos7H :DB: NG = 1
e
14+3
- DN 2 V6 + /2
cos 15° = = = .
DB V2 4

Resta observar que sen 75° = cos 15°, sen 15° = cos 75° e que

o sen7h° V6 + 2 o senlb°® V6 — /2
tg 75 = - e tglh° = - .
cosT5° /6 —+/2 cos15° /6 ++/2

193. Circulos tangentes

(a) Na figura dada estao desenhadas dois circulos concéntricos de
raios r e R e um circulo de raio z, simultaneamente tangente
aos dois circulos concéntricos. Logo, r 4+ 2z = R, donde

R—r

5

xr =

(b) Na figura dada temos dois circulos tangentes de raio x que
também sao tangentes aos dois circulos concéntricos de raios
r e R. Os pontos A, B e C sao os centros desses circulos. Para

tracar doze circulos de raio x na regiao entre os dois circulos
360°
= 30°.

concéntricos, devemos ter ACB =

Se T' é o ponto de tangéncia dos circulos de raio x, entao 1" é ponto

médio do segmento AB e ACT = 15°. Nesse tridangulo retangulo z
temos 15°
150 AT X C r+x A
sen =—= .
AC r+zx
Observe que
sen 15° = sen (45° — 30°) = sen45° cos 30° — cos 45°sen 30°
_V3v3_v2l_ V6-v2
202 22 4
. : < R—r
0 que coincide com o valor obtido na questao precedente. Mas z = 5 do que

R—r V6-v2

membro esquerdo dessa igualdade obtemos

concluimos que . Dividindo por r o numerador e o denominador do

R
PR /)
R o 4 '

= +1
.
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Segue que 4<§ —1> = (\/——\/5) (?—1—1) e, finalmente,
R 4+V6-2
roA—V6+V2

Observacdo: Uma outra maneira de obter o valor de senl15° é utilizar a férmula

sen (0/2) = /(1 — cosf)/2 do angulo metade. Para 6 = 30°, obtemos

°  [1—cos30°  [1—-+v3/2 /2-3
- 2 - 2 2

Repetindo o argumento apresentado acima com esse valor do seno, obtemos

E 2+\/2—

rooo9— 2—\/3

E bastante curioso e nada evidente, & primeira vista, que essas duas expressoes envolvendo

radicais sejam iguais:
4+V6-V2  2+4V2-43
4-V6+vV2 223

sen 15° =

194. Mudando a base — Num tridngulo isésceles, a altura relativa a base coincide com a mediana.
Tracando essa altura no tridngulo dado, de base 10, obtemos dois tridngulos retangulos com
catetos medindo 5 e h e hipotenusa 13. Pelo Teorema de Pitagoras, temos h? + 52 = 132,
donde h? = 132 — 52 = 144 e, portanto, h = /144 = 12. Logo, a area do triangulo dado é

bxh 10x12
A= 5 = 5 = 60 cm?.
Agora “colamos” os dois tridngulos retangulos ao longo do cateto medindo
5, obtendo um tridngulo isésceles com 12 + 12 = 24 cm de base, lados
de 13 cm e altura relativa & base igual a 5 cm. Logo, esse novo tridngulo
)
isésceles também tem area igual a = 60 cm?.

195. Clube de Matemdtica — Sejam H e M os numeros de homens e mulheres, respectivamente,
no clube. Temos duas possibilidades. Se eu sou um menino, temos M = H — 1 e, quando
falta um menino, o namero total de pessoas no clube é

M+H-1=H-1+H-1=2H-2.
Logo, H—1=M = %(2[—[—2), de modo que H = 1. Mas entdo, M = 1—1 = 0, o que
nao é possivel. Assim, necessariamente, eu sou uma menina, e, portanto, M = H + 1 e temos
H+1=3(2H+1-1),donde H=2e M = 3.

196. Uma calculadora diferente

Solugao 1: Para calcular (2 % 3) + (0 % 3) utilizamos as propriedades (i), (ii) e (iii), obtendo
2%3)+(0%3) 2 (240)%3+3)
= 6+ (-0)*(6+0)
W (656) + ((—4) +0)
0 gy s
= 6-8=-2
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197.

Para calcular 1024 * 48, observe que 1024 = 976 + 48. Assim,

1024 % 48 = (976 4 48) * (0 + 48)
= (976 % 0) + (48 x 48)
= 976 x 2 + 48
= 1952 + 48 = 2000.

Solugao 2: Pelas propriedades (i), (ii) e (iii),

=(a—b)x2+b
=2a—2b—b
= 2a — b,

para quaisquer inteiros a e b. Assim,

(2%3)+(0%3) =(2x2-3)+(2x0—-3)=1—-3=—2

1024 %48 =2 x 1024 — 48 = 2048 — 48 = 2000.

Observagao: Existe uma tnica operagao x sobre os inteiros com as propriedades (i), (ii) e
(ili) do enunciado, a saber, a * b = 2a — b, como mostramos na segunda solugao. No entanto,
mesmo restringindo o dominio de * aos inteiros nao negativos, é possivel mostrar que uma
operagao com as propriedades (i), (ii) e (iii) do enunciado existe, e é tnica, sendo dada por
a*xb=2a —0b, s6 que, agora, precisamos nos restringir a numeros inteiros nao negativos a,b
tais que 2a > b, para que o resultado da operacao ainda seja um ntimero inteiro ndo negativo.
Denotemos o conjunto dos inteiros nao negativos por N*.

E claro que a dedugdo feita na segunda solugao se aplica somente se a > b pois, nesse caso,
a — b € N*. Para provar a existéncia e unicidade da operacao a * b nos inteiros nao negativos
tais que 2a > b, precisamos de um argumento mais sutil, como segue.

Supondo que a operagao a * b esteja definida em N* sempre que 2a > b, dando um re-
sultado em N* e satisfazendo as propriedades (i), (ii) e (iii) do enunciado, afirmamos que
a*b = 2a — b vale sempre. De fato, dado ¢ € N*, temos ¢ * (2¢) = 0, ja que podemos cancelar
2c de ambos lados da igualdade

2¢=(2¢) % (2¢) = (c+¢)* (2c+0) = (cx(2¢)) + (c*x0) = (c* (2¢)) + 2¢.
Agora, dados a,b € N*, com 2a > b e b > a, temos 2a — b,b —a € N* e

axb=((2a—b)+ (b—a)) * ((2a — b) + (2b — 2a))
=2a—b)*(2a—0b)+(b—a)*(2(b—a))
=(2a—-b)+0=2a—0.

Finalmente, para a,b € N*, com 2a > b e a > b, isso ji foi mostrado na segunda solugao.
Assim, a x b = 2a — b vale para quaisquer a,b € N* tais que 2a > b.

Cercando o globo terrestre — Como o raio da Terra é muito grande, e foi dado apenas
um acréscimo de 1 m ao comprimento do fio ao longo do Equador, parece que a folga entre o
fio e 0 Equador é muito pequena. Mais ainda, se trocarmos a Terra por Japiter ou por uma
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198.

199.

200.

bolinha de gude e realizarmos essa mesma experiéncia, parece que a altura da folga entre o
fio aumentado e o “equador” dessa esfera também muda, sendo que quanto maior a esfera
considerada, menor é a folga entre o fio e o “equador” da esfera.

Mostremos que essa ideia intuitiva é falsa e que a altura da folga, entre o fio e 0 Equador, sem-
pre é de aproximadamente 16 cm, independentemente do raio da esfera em que a experiéncia
for realizada.

Consideremos a circunferéncia de comprimento 27 R de um circulo de raio R e também a
circunferéncia de comprimento igual a 27 R 4+ 1 de um outro circulo de mesmo centro, de
raio igual a R + h. Assim, h é a altura da “folga” entre as duas circunferéncias. Como a
circunferéncia de um circulo de raio R + h tem comprimento igual a 27 (R + h), obtemos a
igualdade

2rR+1=27n(R+h)=27R+27h

que, simplificada, fornece 1 = 2 h, ou seja,

he L~ t ~o16
To2x 6280

Portanto, independentemente do valor de R, a altura da folga obtida com 1 m a mais de fio é,
sempre, de aproximadamente 16 cm. Em particular, somente uma formiga é capaz de passar
por debaixo desse fio.

Comprimento de uma corda — Sendo AB um didmetro, o tridngulo AABC' esta ins-
crito numa semicircunferéncia, implicando que esse tridngulo é retangulo no vértice C. Pelo
Teorema de Pitagoras,

BC? = AB? — AC?, ¢

ou seja,

BO? = 20% — 122 = 256 = 16°. 20 cm

Assim, obtemos que BC = 16.

Dois irmaos — Sejam x e y as idades atuais dos dois irméaos e z a idade do pai. Temos

z—y = 3
z—1 = 2z-1)+wy—-1)] = 20+2y—4
z2+20 = (x+20)+(y+20) = xz+y+40

Uma maneira simples de encontrar z é multiplicar a terceira equagao por 2 e do resultado
subtrair a segunda equacao, obtendo 2z + 40 — (z — 1) = 80 — (—4), o que implica z = 43.
Usando as duas primeiras equagoes podemos calcular, agora, a idade dos dois filhos. Pela
primeira equagao, * = y + 3 e, pela segunda, 43 — 1 = 2z 4+ 2y — 4, ou seja, ¢ = 23 — y.
Somando essas duas equagbes obtidas, encontramos 2z = 26, donde x = 13 e, portanto,
y = 10.

Canelonis de ricota — Colando os retangulos de massa ao longo do maior lado, Pedro
obtém um cilindro de base circular com 10 cm de comprimento e 16 cm de altura. O volume
que ele, entdo, recheia com ricota é o volume V = area da base x altura desse cilindro. A
area da base é dada por m x 2, onde r denota o raio da base. Vamos, entdo, calcular o raio
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sabendo que o perimetro da base ¢ 10 cm. Temos 277 = 10, ou seja, r = 5/7. Assim, o
volume de ricota para cada caneloni é dado, nesse caso, por

52 16 x 25 400
V:TFX—2X16: x = m> .
v v v

Agora, colando os retangulos de massa ao longo do menor lado, Pedro obtém um cilindro de
base circular com 14 cm de perimetro e 12 cm de altura.

2cm 14 cm
O raio da base agora é dado por v’ = 14/27 = 7/x.
Assim, o volume de ricota para cada caneloni é dado,
nesse €aso, por 12.em
2
V’zwx%leZ@cmB’.
T T

Finalmente, para calcular o novo gasto com ricota, usamos uma regra de trés direta.

Volume (cm?) Ricota(g)

400

— 500
T

588

— x
T

Segue que
500 x 588
= 2220 7ss
YT T 00 &

de modo que agora Pedro gasta 235 g a mais de ricota por caneloni.

Cadlculo de segmentos — O triangulo AABP é retangulo com catetos AB = 1200 e BP =
150 4+ 350 = 500. Pelo Teorema de Pitégoras, temos

AP? = 12002 + 500% = (144 + 25) x 10* = 169 x 10* = (13 x 10%)?,

de modo que AP = 13 x 10> = 1300 m. Analogamente, considerando o triangulo retangulo
APCD, temos

DP? = 3507 +1200% = (7% + 12% x 22)(5% x 10?) = 25% x 502,

donde DP = 1250 m. Os tridngulos APCQ e APBA sao retangulos com um angulo em
comum, logo sao semelhantes e segue que

PQ PC  CQ
PA  PB AB’
Substituindo os valores conhecidos, obtemos

PQ 350  CQ

1300 500 1200

ASSlm,

500 500

PQ = 840 m.
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Prd chegar junto! — Sabemos que a velocidade é a raz@o da distancia percorrida pelo
tempo gasto. Como as velocidades de Luisa e Ada s@o constantes, a distancia percorrida por
cada uma é proporcional ao tempo decorrido. Logo, se Ada percorre 3000 — 120 = 2880 m
no mesmo tempo em que Luisa percorre 3000 m, entdao Ada percorrera 3000 m no mesmo
tempo em que Luisa percorrer d m, numa rega de trés direta.

Luisa — Ada
3000 — 2880
d — 3000

2
Assim, d = 3000
2880

Ada ao ponto B.

= 3125 e Luisa deve partir 125 m antes do ponto A para chegar junto com

Um professor enfurecido — Quem teve x como nota mensal vai ter um desconto de x%
sobre essa nota, ou seja vai perder
2

x
m%dex—mxx—m.

2

x
Logo, uma nota inicial de x, depois do castigo, fica sendo x — 100" Consideremos essa fungao

“nota depois do castigo”, dada por
2

Como as notas méaximas e minimas sdo 0 e 100, podemos considerar essa fungdo apenas no
dominio [0, 100], ou seja, para 0 < z < 100. O grafico de f é uma parabola com concavidade
para baixo. O valor minimo dessa fungao é 0, que ocorre em x = 0 e x = 100 e o valor
méximo ocorre no vértice, ou seja, no ponto x = 50, que é a média aritmética entre as duas
raizes 0 e 100 de f.

(a) A maior nota depois do castigo é para os alunos que, antes do castigo, tiraram 50. Essa

nota é )
50
50) =50 — — = 25.
F(50) 100

(b) A menor nota é 0 e ocorre para os alunos que tiraram 0 ou, pasmem, 100 antes do
castigo. De fato, f(0) = f(100) = 0.

(c) Para cada nota maior do que 50 ha uma outra nota, menor do que 50, que acaba sendo
igual depois do castigo. De fato, pela simetria da parabola, f(50 —n) = f(50+n), para
cada 0 < n < 50. Por exemplo, quem tirou 30 acaba com a mesma nota 21 de quem
tirou 70, pois f(30) = 21 = f(70). Assim, procede a reclamagao dos alunos que tiraram
notas boas.

O percurso de um atleta — O Polo Norte da Terra é o ponto mais facil de ser identificado
como solugao: saindo o atleta do Polo Norte, correndo 5 km para o Sul, depois 5 km para o
Leste e finalmente 5 km para o Norte, ele volta novamente para o Polo Norte.

Polo
Norte

Paralelo com 5 km

Polo de comprimento

Sul
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25

0 50 100 &

Vamos determinar outros ponto da Terra que satisfazem as hipoteses do problema. Conside-
remos o paralelo (linha paralela ao Equador) de comprimento 5 km. Existem dois deles, um
proximo ao Polo Norte e outro préoximo ao Polo Sul. Vamos denotar por C; o que esta mais
proximo do Polo Sul e por Cy o paralelo que esta 5 km ao Norte de C, distancia essa medida
ao longo de um meridiano. Afirmamos que qualquer ponto A sobre o paralelo Cy satisfaz
as hipoteses do problema. De fato, saindo de A e caminhando 5 km para o Sul, chega-se a
um ponto B do paralelo Cy. Como C7 mede 5 km, saindo de B e caminhando 5 km para o
Leste retorna-se novamente a B. Finalmente, saindo de B e caminhando 5 km para o norte,
retorna-se novamente ao ponto de partida A.

Areas iguais — Seja T a area do triangulo AABC e denotemos por a e ¢ as dreas internas
aos semicirculos de didmetros AB e BC mas externas ao semicirculo de diametro AC' e por
b e d as areas compreendidas entre os catetos do tridngulo e o semicirculo de didmetro AC.
Segue que a area do semicirculo de diametro AB é dada por a + b, portanto,

1 /AB\2
a+b= —7T<—> = EABZ,
2 2 8
a area do semicirculo de didmetro BC' é dada por c+d, portanto, A
1 /BC\2
e+d=gr(G) =55¢ AL 7
C
e a éarea do semicirculo de didmetro AC ¢é dada por B d

b+ d+T, portanto,

1 <A2C>2 T

b+d+T = - == AC?.
+a—+ 27‘(’ 3

e, em particular, b+d = % AC?—T. Além disso, o Teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo

retangulo AABC fornece AC? = AB? + BC? ou, entdo, AB?> + BC? — AC? = 0. Assim,
™ 2 2 2
atc=(a+b)+(ctd)—(b+d) = g(AB +BC* - AC*)+T =T,

ou seja, a soma a + b das areas sombreadas é igual & area T do triAngulo retangulo AABC.

Funcao definida por drea

(a) A reta r passa pelo ponto (0,2), portanto, tem equagao dada por y = mx + 2. Como essa
reta também passa pelo ponto (—2,0), temos 0 = —2m+2, o que implica m = 1. Assim,
a equagao de r é y = z + 2. A reta s passa pelo ponto (0,6), portanto, tem equagao
dada por y = mxz 4 6 e, como também passa pelo ponto (3,0), temos 0 = 3m + 6, o que
implica m = —2. Assim, a equagao de s é y = —2x + 6.
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(b) Denotemos por A o ponto de encontro das retas r e s, B = (0,2),0 = (0,0),

D = (3,0) e por C o ponto de corte da reta s com a reta horizontal por B, como na
figura dada. Por defini¢ao, f(0) é a soma das areas do tridngulo AABC e do trapézio
BODC.

Y
5 T
A

B ... C

y ...........

0 D T
Para determinar as coordenadas de A, igualamos x + 2 = —2x + 6, obtendo
x = 4/3. Substituindo esse valor na equagao de r ou s resulta y = 10/3, ou seja,

A =(4/3,10/3). O ponto C pertence a reta s e a reta y = 2, portanto, —2z + 6 = 2, ou
seja, x = 2, e obtemos C' = (2,2). A altura do tridngulo AABC em relagao a base BC

1 4 4
é h =10/3 — 2 = 4/3, portanto, a area do triangulo AABC' é igual a 3 X 3 X 2 = 3
3+2
Ja a area do trapézio BODC é 2 x e 5, de modo que
4 19
0)==-4+5=—.
FO) =3+ 3

Observe que f(y) é igual a f(0) menos a area do trapézio de altura y e bases 3 e z,
sendo x a abscissa do ponto da reta s que tem ordenada y, ou seja, satisfaz y = —2x +6.
Assim, z = (6 —y)/2 =3 — %y e a area desse trapézio é dada por

3+a  3+43-%y 1,
9 YT o Y

e obtemos, para 0 < y < 2,

19 1, 1, 19
Fy)==5=3y+ v =y -3y+—.
y? 19
O grafico de f(y) = v 3y + 3 é uma parabola Ty
concava para cima. As coordenadas do vértice V dessa 1;)
3
abola sa = — =6
parabola sao z 3/ e :
3 6
62 19 19 8
= f6)= — —3x6+ —=-94 — = _— of 2 10y
y=f6)=- +3 +3 3 -
3

19 4
ou seja, V = (6,-8/3). Como f(2) =1-6+ 3 =30 grafico de f,com 0 <y <2, ¢é

o segmento de parabola em linha grossa na figura dada.
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207. PA e PG — Os quatro termos de uma progressao aritmética de razdao r podem ser escritos
como
z, r+7r, x+2r x4+ 3r

Assim, os trés nimeros em progressao geométrica sdo x, x + 2r, x + 3r. Entdo, pela propria
definicao de progressao geométrica, x + 2r é a média geométrica de x e = + 3r, ou seja,

T (:U + 37“) = (:U + 27“)2.
Segue dai que z? 4 3zr = 22 + 4ar + 4r% e, portanto, —xr = 4r2. O caso r = 0 ndo ¢é
interessante, pois daria origem a progressoes constantes. Supondo r # 0, obtemos —x = 4r.

Atribuindo valores nao-nulos a x, obtemos solugoes do problema. Por exemplo, para = = 4,
obtemos (r = —1 e) a progressao aritmética 4,3,2,1 tal que os nameros 4, 2, 1 formam uma
progressao geométrica. Note que esse problema tem uma infinidade de solugoes, uma para
cada valor escolhido de x # 0.

208. Plano cartesiano — Comecemos examinando alguns casos.
e f(1) & o nimero de pontos inteiros sobre o segmento que liga (0,0) ao ponto (1,4),
portanto, f(1) = 0.

e f(2) & o nimero de pontos inteiros sobre o segmento que liga (0,0) ao ponto (2,3),
portanto, f(2) = 0.

e f(3) é o nimero de pontos inteiros sobre o segmento que liga (0,0) ao ponto (3,6). Como
nesse segmento estao os dois pontos inteiros (1,2) e (2,4), segue que f(3) = 2.

Vejamos, agora, o caso geral. Note que se um ponto inteiro (z,y) esta sobre o segmento que
une (0,0) a (n,n + 3), sem ser uma das extremidades, entao 0 < x < nel <y < n+ 3.
Fixado n, temos dois casos: ou 3 divide n ou 3 nao divide n.

12 Caso: 3 divide n. Mostremos que f(n) = 2. De fato, vamos supor que n = 3k, com k
inteiro. Queremos encontrar todos os pontos inteiros do segmento que une a origem (0,0) ao
ponto (3k, 3k + 3). Seja (x,y) um desses pontos. Entao

T 3k B k
y 3k+3 k+1

Como a tultima fragdo acima é irredutivel, deduzimos que x é um multiplo de k£ e, como
0 < x < n = 3k, necessariamente r = k ou x = 2k. Os tnicos pontos inteiros sao, portanto,
(k,k+1) e (2k,2k + 2). Assim, f(n) = 2.

2° Caso: 3 nao divide n. Mostremos que f(n) = 0. Vamos precisar do seguinte resultado.

Lema. Se 3 nao divide n, entdo n e n + 3 sdo primos entre si.

Demonstracdo.  Suponhamos que o MDC entre n e n + 3 seja d > 1. Entao d divide n e
n+ 3, portanto d divide (n+3) —n = 3. Logo, como d > 1, temos d = 3, o que nao é possivel,
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porque partimos da hipotese de que 3 nao divide n. Assim, o MDC de n e n+3 é 1, provando
o lema. ]

Mostremos, agora, que os unicos pontos inteiros sobre o segmento que une (0,0) a (n,n + 3)
sdo as extremidades. De fato, suponhamos que esse segmento contenha algum ponto inteiro
(z,y) diferente das extremidades. Entao 0 < x < n e

n
Mas, pelo lema, a fragao 3 é irredutivel, portanto, z é miltiplo de n, o que nao pode

acontecer porque 0 < x < n. Assim, concluimos que f(n) = 0.

Trabalhando com um quadrildtero — Lembre que
qualquer lado de um tridngulo é maior do que a dife-
renca e menor do que a soma dos outros dois lados. No
tridngulo ADB temos AD — AB < BD < AD+ AB e no
tridingulo CBD temos BC' — CD < BD < BC' + CD. B c

Substituindo os valores conhecidos, obtemos 9 —5 < BD <5+9e 17T—5 < BD < 17+ 5,
ou seja,
4<BD <14 e 12< BD < 22.

Dessas duas desigualdades concluimos que 12 < BD < 14 e, como BD ¢ inteiro, sé podemos
ter BD = 13.

O tridngulo de Reuleaux — O tridngulo de Reuleaux é formado por 4 regides, um tridngulo
equilatero e trés calotas. Cada calota é um sexto de um circulo de raio 1, do qual foi retirado
um tridngulo equilatero de lado 1. Pelo Teorema de Pitdgoras, a altura desse triangulo
equilatero mede
2 V3
1-(5) =%
2 2
portanto, a area desse tridngulo equilatero é dada por

1x§:£
2 4

A 4area de um setor circular que é um sexto do circulo de raio 1 é dada por %7?, portanto, a
area de cada calota é dada pela diferenga

s \/§

6 4
Assim, a area do triAngulo de Reuleaux mede

~= cm?.
6 4 2

Intersecao de circulos — Seja G o baricentro do tridngulo AABC, ou seja, o ponto de
encontro de suas medianas. Como a figura é invariante por rotagoes de 60° ao redor do ponto
G, vemos que o tridngulo AXY Z é equilatero e que G também é o seu baricentro.

Calculemos o comprimento L de seu lado em termos do lado a do triangulo AABC e do
raio r dos circulos. Seja CM a altura do triangulo AABC em relacdo & base AB. Como a
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altura de um tridngulo equilatero de lado a mede %a V3 e o baricentro divide a altura em
dois segmentos, um com o dobro do comprimento do outro, obtemos

CM=1%aVv3, GM=3iCM=1aV3 ¢ CG=2CM=1%aV3.
C

A M B

Como AZ = BZ = r, vemos que o ponto Z estd na reta mediatriz do segmento AB. En-
tretanto, essa mediatriz é a reta suporte da altura CM do triangulo AABC. Desse modo,
vemos que os pontos C, G, M e Z estdao alinhados e que o tridngulo AMZB é retangulo,
com hipotenusa BZ = r e cateto M B = %a.

Pelo Teorema de Pitagoras, C
MZ=+\/BZ> - MB? = 117> — g2 . / P
¢ G
GZ=GM+MZ=1aV3+ 142 —a? . ., M :
Z

Como GZ é o baricentro do tridngulo A XY Z, resulta que a altura N Z desse tridngulo satisfaz
NZ = %GZ. Por outro lado, a altura NZ desse tridngulo equilatero de lado L é dada por
%L V3. Assim, %GZ =NZ = %L V3 e, portanto,

L=vV3GZ=1a+3V12r2 —3a2 .

Valor mdximo — Estamos procurando o valor de k£ para o qual é maximo o termo da
sequéncia
12 22 32 k2 (k+1)2
1,001 7 1,00127 1,0013 7 ~°°7 1,001% 7 1,001k+1 """

Queremos comparar os tamanhos de dois termos quaisquer dessa sequéncia. O mais simples é
comparar um termo qualquer com o seguinte. Ocorre que é mais facil comparar duas fragoes
com denominadores positivos iguais. Por exemplo, o terceiro termo é maior do que o segundo
porque

22 22 x1,001 _ 3?
1,0012 11,0013 1,0013°
sendo evidente que 22 x 1,001 = 4,004 < 9 = 32. Mais geralmente, como 1,001” > 0 para
qualquer n, para verificar se

k2 k? x 1,001 (k+1)?

1,001k 1,001~+1 < 1,001k+1 7

basta verificar se k? x 1,001 < (k + 1)2. Multiplicando tudo por 1000, isso equivale a
k(k —2000) < 1000. Ora, para 1 < k < 2000 temos k(k —2000) < 0 < 1000 e, para
k > 2001, vale k(k —2000) > 2001 > 1000. Em particular,

20002 20012 20012 20022
1,0012 000 < 1,0012001 ¢ 1,0012001 - 1,0012002 °

Logo, a sequéncia dada cresce estritamente com 1 < k < 2001 e dai decresce estritamente
com k > 2001. Assim, o maior termo dessa sequéncia é atingido com k = 2001.
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(a)

Aladim deve retirar de cada saco um nimero diferente de moedas, como segue. Primeiro
retira uma moeda do primeiro saco, depois duas do segundo, dai trés do terceiro, e
assim, sucessivamente, até o ultimo saco, do qual retira as dez moedas. Ao todo, foram
retiradas 1 +2+3+4+54+6+ 74+ 8+ 9+ 10 = 55 moedas, que sao colocadas na
balanga. Se todas essas moedas fossem verdadeiras, pesariam um total de 55 x 10 = 550
g. Mas, como algumas sao falsas, o peso serd menor. Se faltar um grama é porque ha
somente uma moeda falsa e, portanto, o primeiro saco é o procurado. Se faltarem dois
gramas é porque ha duas moedas falsas e, portanto, o segundo saco é o procurado, e
assim sucessivamente.

Vejamos que, em geral, uma tentativa de solugdo como a anterior nao permite a identifi-
cagao dos sacos com moedas falsas. Suponhamos que Aladim tenha retirado uma moeda
do primeiro saco, duas moedas do segundo, e assim sucessivamente, até o tultimo saco,
de onde ele retirou dez moedas. Se existissem dois ou mais sacos com moedas falsas, o
procedimento de pesar essas 55 moedas pode ser inconclusivo. Por exemplo, digamos
que na pesagem das 55 moedas faltassem 7 g, ou seja, foram pesadas 7 moedas falsas.
Nesse caso, poderiam existir moedas falsas nos sacos 1 e 6, ou moedas falsas nos sacos
2 e 5, ou moedas falsas nos sacos 1, 2 e 4, etc. Ou seja, procedendo dessa maneira nao
é possivel identificar quais sao os sacos de moedas falsas.

Para resolver esse problema, ele pode proceder de uma outra maneira, como segue.
Primeiro ele retira uma moeda do primeiro saco, depois duas moedas do segundo, dai
quatro do terceiro, oito do quarto, dezesseis do quinto saco e assim, sucessivamente, até
o ultimo saco, sempre dobrando, a cada saco, o niimero de moedas retiradas do saco.
Dessa forma sao retiradas, ao todo,

1+2+44+8+16+ 32464+ 128 4256 + 512 = 1023

moedas que, juntas, pesariam 10230 g, se todas as moedas retiradas fossem verdadeiras.
A diferenca entre o peso real obtido na pesagem dessas 1.023 moedas e seu peso ideal de
10230 g, indica a quantidade de moedas falsas pesadas e em quais dos sacos elas estao.

Vejamos isso através de um exemplo. Imaginemos que na pesagem tenham sido obtidos
10125 g, ou seja, faltaram 10230 — 10125 = 105 g, que correspondem ao numero
de moedas falsas. Subtraindo, sucessivamente, os nimeros correspondentes as moedas
retiradas de cada saco, comegando sempre do maior nimero menor do que 105, temos
105 — 64 = 41,41 — 32 =9,9 — 8 =1, ou seja, 105 = 1 4+ 8 + 32 + 64. Desse resultado,
Aladim pode concluir que foram retiradas 1, 8, 32 e 64 moedas falsas do primeiro, quarto,
sexto e sétimo sacos.

Vamos, agora, justificar, de um modo mais formal, o raciocinio desenvolvido no exemplo
numérico. Seja p o peso obtido com a pesagem das 1023 moedas retiradas. A diferenca
10230—p é o ntimero de moedas falsas retiradas dos sacos. Efetuando divisoes sucessivas
por 2, pode-se provar que qualquer nimero inteiro positivo se escreve, de maneira
tnica, como uma soma de poténcias distintas de 2. De fato, é isso que fornece a
justificativa teérica para a expansao binaria, ou seja, em base 2, dos niimeros naturais.
No nosso caso, isso implica que

10230 —p=1xap+2xa;+2%xas+2%xas + -+ 2° x ao,

em que cada um dos ntmeros ag, ay, az,as,...,ag ¢ 0 ou 1.

De cada saco foram retiradas quantidades de moedas que sao poténcias de 2 e cada saco
ou contém somente moedas falsas ou contém somente moedas verdadeiras, isto é, em
um mesmo saco nao existem os dois tipos de moedas. Dai, temos que se algum desses
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nimeros, digamos a;, for 1, entao foram retiradas 27 moedas falsas do saco j + 1; por
outro lado, se o nimero a; for 0, entao foram retiradas 2/ moedas verdadeiras do saco
J+ 1L

Menor inteiro — Como g = 2005 — p, queremos

p

5__p T
8 T 2005—p 8’

de onde segue que 5(2005 — p) < 8p e 8p < 7(2005 — p). Logo,

52005 _ _Tx2005
13 P 15

de modo que 771,15 < p < 935,66. Assim, 772 é o menor valor inteiro de p tal que p+q = 2005
eb/8<plqg<T/8.

Mais dreas... — Observe que a altura h relativa ao lado AB de todos os tridngulos AABC
que tém o vértice C' na reta x + y = 7 é sempre a mesma, pois a reta x + y = 7 é paralela a
reta x +y = 3 que passa por A e B. Logo, todos esses tridngulos tém a mesma érea, a saber,

2 (AB x h).

Resta, portanto, determinar AB e h. Como AB é a hipotenusa de um triangulo retangulo
que tem os dois catetos iguais a 3, segue do Teorema de Pitadgoras que

AB = /33 + 32 = V18 = 3V2.

Por outro lado, h é a distancia entre as retas paralelas x 4+ y = 3 determinada pelos pontos
AeBex+y=7T Aretax =y éperpendicular a essas retas paralelas e forma um angulo
de 45° com o eixo Ox. Sejam M o pé da perpendicular a reta x + y = 7 tragada a partir
de Ae D = (7,0) o ponto de corte da reta x +y = 7 com o eixo Oz. O triangulo AAM D
assim formado é retangulo isoésceles, com dois catetos iguais a h e hipotenusa 7 — 3 = 4. Pelo
Teorema de Pitagoras segue que 42 = h? + h% = 2h2, ou seja, h = /8 = 2v/2. Assim, a area

procurada é dada por
1(3v2 x 2v2) = 6.

Circulos tangentes — Ligando os centros dos trés circulos obtemos o tridngulo AABC de
lados AB = 3, AC = 4 ¢ BC = 5. Como 3% 4+ 42 = 52, esse triangulo é retangulo, com
hipotenusa BC.

A

Agora construimos o retangulo ADCB com uma copia congruente ao tridngulo AABC e
hipotenusa comum BC, conforme figura. Como DC = AB = 3 e o circulo de centro C
também tem raio 3, vemos que o ponto D esta no circulo. Finalmente, ligamos o ponto D a
cada um dos vértices do tridngulo AABC e prolongamos esses segmentos até que cortem os
circulos centrados em A, B e C, obtendo os pontos P;, P, e P3, conforme figura.
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Observe que

e DP,=DB+BP,=CA+BP,=4+2=6,
e DPL=DA+ AP, =5+1=6e
e DP;=DC +CP;=3+3=6.

Assim, DP; = DP, = DP3; = 6 e, portanto, o circulo de centro D e raio 6 passa por P, Py
e P3. Além disso, como os pontos {D, A, P}, {D, B, P»} e {D,C, Ps} estao alinhados, segue
que o circulo de centro D e raio 6 é tangente exteriormente aos circulos dados de centros A, B

e C.

Soma finita — Observe que os possiveis produtos xog_12ok, com 1 < k < 2004 inteiro, sao
(V2-1)(vV2-1)=3-2v2, (v2+1)(v/2+1) =3+2v2 e (vV2—1)(v/2+1) = 1. Suponha
que a produtos sejam iguais a 3 — 2v/2, b produtos sejam iguais a 3 4+ 2v/2 e 1002 —a — b
produtos sejam iguais a 1. A soma dada é igual a

a(3—2v2) +b(3+2V2) + 1002 —a — b = 1002 4 2a + 2b + 2(b — a)V/2.

Assim, para que a soma seja inteira, devemos ter a = b. Logo, a soma ¢é igual a 1002 + 4a.
Como a varia de 0 a 501, ja que a + b = 2a nao pode ser maior do que 1002, a soma dada s6
pode valer 502 valores inteiros distintos.

Moultiplos

Solugao 1: Observe que se um inteiro positivo m é um multiplo de um inteiro p, entao
2m — p é um maltiplo de p. De fato, se m = np, entdo 2m —p = 2np — p = (2n — 1)p. Em
particular, tomando m igual a a, a + 1, a + 2 e a + 3, estabelecemos que 2a — 5 é multiplo de
5,2(a+ 1) — 7 é maltiplo de 7, 2(a + 2) — 9 é multiplo de 9 e 2(a + 3) — 11 é multiplo de 11.
No entanto, sucede que 2a —5=2(a+1) — 7= 2(a +2) — 9 = 2(a + 3) — 11, de modo que
2a — 5 & multiplo de 5, 7, 9 e 11, donde é multiplo de 5 X 7 x 9 x 11 = 3465. Assim, o menor
valor possivel de a satisfaz 2a — 5 = 3465, ou seja, a = 1735.

Solucao 2: Como a é multiplo de 5, temos a = 5i, para algum ¢ inteiro positivo. Mas
a—+1 =1+ 5i¢ deve ser multiplo de 7. Por tentativas, verificamos que o menor valor de i para
o qual isso acontece é ig = 4. Para qualquer outro valor de ¢ que torne 1 + 5¢ miltiplo de 7,
devemos ter (1+45i) — (14 5ip) = 5(i—1ip) multiplo de 7 e, portanto, i —ip multiplo de 7. Logo,
i=1ig+7j=4+7jea=>5 =54+T7j) =20+ 354, com j > 0 inteiro. De maneira anéloga,
a+2 = 22+ 355 deve ser multiplo de 9. O menor valor de j para o qual isso acontece é jg = 4,
pois 22 4+ 35 x 4 = 162 é multiplo de 9. Para qualquer outro valor de j que torne 22 + 355
multiplo de 9, devemos ter (22 + 355) — (22 + 35j9) = 35(j — jo) multiplo de 9 e, portanto,
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j—jo multiplo de 9. Logo, j = jo+9k = 449k e a = 20+ 355 = 20+ 35(4+9k) = 160+ 315k,
com k > 0 inteiro. Finalmente, 11 deve dividir

a+3=163+315k =14 x 11+ 9+ (28 x 11 + 7)k
= (14 4 28k) x 11 + (9 + 7k).

Temos, portanto, que 11 divide 9 + 7k. Novamente, por tentativas, é simples verificar que o
menor menor valor de k para o qual isso acontece é kg = 5. Qualquer outro valor de k para o
qual isso aconteca é da forma k =5+ 111, com [ > 0 inteiro.

Concluimos que os inteiros positivos a para os quais 5 divide a, 7 divide a + 1, 9 divide a + 2
e 11 divide a + 3 sao exatamente os inteiros da forma a = 160+ 315(5+ 111) = 1735+ 34651,
com [ > 0 inteiro. Em particular, o menor valor de a é 1.735, obtido com [ = 0.

Equacao de duas varidveis — Observemos que

9zy — 22 — 8y = xy — 2% + 8xy — 8y® = z(y — x) + Sy(x — y)
= (z —y)(8y —x)

e que a fatoragao de 2005 é 5 x 401. Como z e y sao inteiros, temos somente quatro opgoes, a
saber, t—y =4+be8y—x =+40loux—y =140l e8y—x = +5.Sex—y =5 e 8y—x = 401,
podemos somar essas equagoes para obter 7y = 406, ou y = 58 e, portanto, x = 63. Da mesma
forma, se x —y = —5 e 8y — x = —401, obtemos 7y = —406 e, portanto, y = —58 e x = —63.
Analogamente, se © —y = +401 e 8y — x = +£5, obtemos 7y = £406 e, portanto, y = £58 e
x = +459. As unicas solugdes sao, portanto (63,58), (—63, —58), (459,58) e (—459, —58).

Trapézio reténgulo — Denotemos ABD = BDC = «, como na figura dada. Entao temos

CD = e AD = BD sen «, donde
COoS &
4 B

BD a

C¢D _ _cosa  _ 1

AD BDsena  seno cos«
2 a

= > 2. D C

sen2a

Assim, o menor valor da razao CD/AD é 2, que ocorre quando sen 2« = 1, ou seja, quando
o = 45°.

Jogos de futebol — Para cada grupo de cinco alunos, existe um tnico time formado que os

contém. Logo, contamos
12 x11 x10x9x8
CPy = = 792
5!
times para cada cinco alunos escolhidos. Por outro lado, em cada time de seis jogadores,
temos Cg = 6 modos de escolhermos cinco jogadores, ou seja, existem seis grupos de cinco
jogadores que deram origem ao mesmo time na nossa primeira contagem. Assim, o total de

times formados é 792/6 = 132.

A soma dos algarismos de um niumero
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(a)

E imediato que se a é um algarismos entre 1 e 9, entdo s(a - 10’“) = a, j& que o numero
a - 10¥ é formado pelo algarismo a seguido de k zeros. Dai, temos

a-10" —s(a-10") =a-10F —a=a(10F = 1) =ax9---9=ax9x1---1.
N—— N——
k noves k uns

Como todo ntmero pode ser decomposto em unidades, dezenas, centenas, etc, isto &,
todo ntmero inteiro positivo n pode ser escrito, de maneira tinica, na forma

n=ag+a-10+ag-10> + -+ ay - 10,

temos que

n—sn)=a;-9+ay-99+---+ar-9---9.

k noves

Assim, a diferenga n — s(n) é sempre divisivel por 9.
Seguindo o mesmo raciocinio, temos que ambos s(n) —s(s(n)) e s(s(n)) —s(s(s(n))) sao
divisiveis por 9, portanto, n — s(s(s(n))) € divisivel por 9. Em particular
22009 _ 5(5(5(22099))) ¢ divisivel por 9 ou, equivalentemente, 22099 e s(s(5(2299%))) dei-
xam o0 mesmo resto quando sao divididos por 9.

Como 25 — 1 = 63 & divisivel por 9, entdo substituindo 2 = 26 e m = 334 na identidade

™ —1= (m—l)(mmfl+xm72+---—|—x2+x—|—1),
concluimos que (29)334 — 1 = 22004 _1 ¢ divisivel por 9 e, portanto, 2299 — 2% & divisivel
por 9. Como 2° = 32 deixa resto 5 quando dividido por 9, temos que 2299 deixa resto
5 quando dividido por 9. Por outro lado,

Assim, 22999 tem menos do que 672 algarismos e, portanto,

5(22999) < 9 x 672 = 6.048,
5(s(22999)) <5+ 94949 =32
s(s(s(2299))) <2+ 9 =13,

Como o tnico nimero menor do que ou igual a 13 que deixa resto 5 ao ser dividido por

9 é 5, resulta que
s(s(s(22099))) = 5.
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10.

11.

12.

Solucoes dos Desafios

+6817 +221 x51 —13259

. Cadeia do menor nimero (N2/N3) — 265863 — 39=—=260— 13260 — 1.

. Qual é a metade? (IN2/N3)

452

D E

Cada um em seu estado (N1/N2/N3) — Bruno ou Amélia (o desafio tem duas
solugoes).

Divisao (N1/N2) — Resposta: 153.
Ezxtra-terrestre (N1/N2) — Seise.
Que familia! (N1/N2) — 3 meninas e 4 meninos.

Siga a pista (N1)

Cara ou Coroa (N2) — Resposta: 12.

Contas do papagaio (N1) — Resposta: 19.

As férias de Tomds (N1/N2) — Resposta: 16 dias.

Maratona de Matemdtica (N3) — Resposta: 25 e 63, respectivamente.

Fragoes ignoradas (N1)

N | =
g
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13. Caminho de maior total (N2) — 777
14. Produtos em linha (N1/N2/N3) — casa B.
15. Cddigo Postal (N2/N3) — Resposta: 47679 e 47779.

16. Anéis olimpicos (N1/N2/N3)

17. Partidas de Denise (N2/N3) — A primeira, a segunda, a terceira, a quarta e a
oltava.

18. Sete quadrados (N1/N2)

19. Ilha misteriosa (N1/N2/N3) — 16 cinzas, 18 marrons e 11 vermelhos.

20. Universo hostil (N3) — Resposta: 1873.
21. O jogo das fichas

6 8 | 10

22. Um sistema — Resposta: 23.

23. Constelagoes floridas — Pelo menos duas solugoes:

D =25 x169 =4225; R =144 x 169 = 24336

D =49 x 289 = 14161; R =100 x 144 = 14 400.

348 OBMEP 2010



Solucoes dos Desafios

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35

Dois meses iguats — Setembro de 2006.

A faira e o quadrado

Um nimero e seu séxtuplo — Resposta: 746 é a tnica solucao.

Oito dentro de um retdngulo — Pelo menos duas solugoes:

Uma estratégia com um niumero muito grande — Resposta: 99999 585 960.
Um numero surpreendente — Resposta: 381654 729.
Qual € o erro? — Claudia e Bruno.

Soma — Trés solugoes:

231468 264538 273548
231468 264538 273548
+ 5972 + 9102 + 1602
468908 538178 548698

Bolinhas

Um numero que nao € divisivel por 5 — Resposta: 2004.
Quatro fracoes e um inteiro — Resposta: 1.

. O Rei Arthur e o Dragao das Trés Cabecas e Trés Caudas — Resposta: 5.
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36. O passeio do cavalo

QN ~| =] =~
| O o] | >
Sl Ee] RSl
o] st ia Bes:
| <O R

37. As faces do cubo — Resposta: 24.
38. Data fatidica — Resposta: 17.06.2345
39. Todos com o 2 — A opcao correta é (e).

40. Tortas da vové — A opgao correta é (d).

Vamos examinar cada uma das situacoes propostas. Lembre que, no final, vové recebeu
746+ 3 — 2 = 14 docinhos.

a) Impossivel, porque ela recebeu, no minimo, 3 — 2 = 1 docinho de chocolate.

b)

(c¢) Impossivel, porque 7 —2 =15 > 3.
)

(
(b) Impossivel, porque ela recebeu, no minimo, 6 — 2 = 4 docinhos de coco.

(d) Possivel, porque Sofia pode ter comido um docinho de amora e um de chocolate,
restando 6 de amora, 6 de coco e 2 de chocolate para a vovo.

(e) Impossivel, porque 7 nao é maior do que 6 +3 —2 =T7.

41. Familia Sétimo — Os nascimentos ocorreram em seis dias 1° de abril, logo existem
irmaos gémeos. Como nesse ano temos dois bolos a mais do que ha dois anos, entao
ha dois anos o mais jovem ainda nao tinha nascido, o pentltimo filho tinha acabado
de nascer e os gémeos ja tinham nascido. Atualmente, o mais jovem tem um ano e os
gémeos tém x anos, com x > 3. Como

14+2+43+44+5+6+x=2x (1+2+3+4+2-2) ,

(. 4

~
nimero de velas nesse ano namero de velas 2 anos atras

temos x = 5. Logo, serao acesas 1 +2+ 34+ 4+ 2 x 5+ 6 = 26 velinhas.

42. O salta-ficha
(a) A ficha 7 salta sobre as fichas 8 e 9 formando uma pilha com a ficha 10;
(b) a ficha 4 salta sobre as fichas 5 e 6 formando uma pilha com a ficha 8;
(c) a ficha 6 salta sobre as fichas 3 e 5 formando uma pilha com a ficha 2;
(d) a ficha 5 salta sobre a pilha (4,8) formando uma pilha com a ficha 9 e
)

(e) a ficha 1 salta sobre a pilha (6,2) formando uma pilha com a ficha 3.

O resultado segue.
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43.

44.

45.

46.

OOBOGO
0001

O menor — Como 5% = 32+ 42, temos 5292 = (32 +42)1 991 Sabemos que, para a > 0
eb>0,
(@ + )10 > 1001 4 1001,

Assim, 52002 > 32002 + 42002.

O maior resultado — Estamos procurando o maior valor de (10a +b)/(a + b), onde
a e b representam algarismos, sendo pelo menos um deles diferente de 0. Temos

10a+b 10a+106—9b  10a + 100 9b 9b
a+b a+b a+b a+b a+b

<10.

Logo, se conseguirmos encontrar a e b tais que (10a+ b)/(a+b) = 10, teremos o maior
resultado. Note que isso ocorre quando b = 0, ou seja,

10 20 30 40 50 60 70 80 90

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

Assim, a resposta é 10.

Dois mil — Observe que os nimeros 189, 8307 e 99 tém todos peso 18 e que 99 é
o menor numero que pesa 18. Para aumentar o peso de um ntmero e minimizar o
nimero é preciso que o nimero tenha o maior nimero possivel de algarismos 9. Por
outro lado, podemos dizer que o 0 esta eliminado dos algarismos a ser considerados,
porque ele aumenta o nimero sem aumentar seu peso.

Temos que 2 000 = 9x2224-2. Logo, o niimero procurado deve ter 222 algarismos 9 e um
algarismo 2, ou dois algarismos 1. Eliminamos o caso dos nimeros com dois algarismos
1 porque eles tém 224 algarismos, sendo, portanto, maiores do que os nimeros que
possuem o algarismo 2 e tém 223 algarismos. Assim, o ntimero procurado tem um 2
seguido de 222 algarismos 9: o ntimero é 299...999.

No cabeleireiro — Seja x o montante inicial no caixa. Esse montante mais o que os
trés clientes pagaram nos dara o caixa zerado.

e O primeiro cliente paga x — 10 e, depois dele, hd = + z — 10 = 22 — 10 reais no
caixa.

e O segundo cliente paga (2r — 10) — 10 = 2x — 20 e, depois dele, ha
(22 — 10) + (22 — 20) = 4z — 30 no caixa.

e O terceiro cliente paga (4 — 30) — 10 = 4x — 40 e depois dele ha
(4x — 30) + (4z — 40) = 8z — 70 no caixa.

Como o caixa esté zerado depois do terceiro cliente, 8x — 70 = 0, ou seja,

x =T70/8 = 8,75 reais.
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47.

48.

49.

50.

O macaco e a raposa — 2450 é o produto dos niimeros primos 1, 2, 5, 5, 7T e 7.
As trés idades correspondem a uma combinacao particular desses nimeros ou de seus
produtos. A raposa nao pode descobrir as idades no inicio porque pelo menos duas
dessas combinagoes tém por soma o dobro de sua idade. De todas as combinacgoes
possiveis, somente 5+ 10 4+49 e 7+ 7 + 50 tém a mesma soma 64.

12 conclusao: a raposa tem 32 anos.

Depois da nova dica do macaco, a raposa descobriu as idades porque pode eliminar
uma combinagao, a que contém dois ntimeros iguais, uma vez que um deles é o mais
jovem de todos.

22 conclusao: as pessoas tém 5, 10 e 49 anos.

Nowva sequéncia — Cada termo da sequéncia é a soma do termo precedente com os
quadrados de cada um de seus algarismos. De fato,

470 = 425 + 42 + 22 + 5%, 535 =470+ 4> + 7 4+ 07, ...

Assim, depois de 802, os proximos termos serao 870 e 983.

Retdngulo quase quadrado — A éarea ¢ um numero da forma aabb, onde a e b
representam algarismos, portanto

aabb=1100a+ 11b = 11(100a + b).

Seja x a largura do terreno. Entao z(x+ 1) = 11(100a + b) e deduzimos que = ou x + 1
¢ um multiplo de 11. Procurar multiplos de 11 que satisfacam a condicao obtida é
bastante trabalhoso, por isso, para simplificar, vamos estabelecer quais os valores que
x pode ter, procurando seus valores minimo e maximo.

e Minimo: a menor area possivel ¢ 1111, logo z(x + 1) = 1111 e x > 32.

e Maéximo: a maior area possivel ¢ 9999, logo z(x 4+ 1) = 9999 e x < 100.

Agora testamos todos x entre 32 e 100 tais que = ou = + 1 seja multiplo de 11 e que
x(z + 1) seja do tipo aabb. Temos apenas doze opgoes, como segue.

33 x 34 = 1122, 43 x 44 = 1892, 44 x 45 = 1980, 54 x 55 = 2970,

55 x 56 = 2970, 65 x 66 = 4290, 66 x 67 = 4422, 76 x 77 = 5852,
77 x 78 = 6006, 87 x 88 = 7656, 88 x 89 = 7832, 99 x 100 = 9900.
Encontramos trés possibilidades para as dimensoes do terreno, a saber, 33 x 34, 66 x 67

ou 99 x 100 metros.

Onde estd o erro? — Esse deixamos para os alunos!
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